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1. Introducción

El objetivo de estas notas es enunciar y describir el problema Clay sobre las
ecuaciones de Navier-Stokes [26]. La cuestión a determinar es si un fluido incom-
presible con enerǵıa finita puede desarrollar singularidades en tiempo finito. Ocurre
que las ecuaciones que rigen la dinámica de un fluido son no-lineales y no-locales
pero, a su vez, tienen una rica estructura que conserva cantidades globales y, en
el caso de ausencia de viscosidad (las ecuaciones de Euler) conservan también di-
versas estructuras locales. Primero presentaremos una somera deducción de las
ecuaciones, que nos permitirá, a continuación, enunciar el problema Clay. La fi-
nalidad del resto de las notas es hacer una breve y esquemática introducción a
la teoŕıa clásica de los fluidos y resaltar una lista de resultados destacados en es-
ta ĺınea de investigación. Por último mostraremos ejemplos de singularidades en
varios problemas de frontera libre.

Las notas constan de las secciones siguientes:

Ecuaciones de Euler y Navier-Stokes.
El problema del Instituto Clay de Matemáticas.
Ejemplos, cantidades conservadas y estimaciones a priori.
Resultados más destacados.
La vorticidad y las ecuaciones de Euler.
Fluidos con frontera libre.

Recomendamos las monograf́ıas [47], [48], [17], [13], [9] y [49], a quien desee
obtener más detalles sobre cada una de las secciones.

2. Ecuaciones de Euler y Navier-Stokes

Podemos decir que la teoŕıa matemática de la dinámica de los fluidos comienza
en el siglo XVII con el trabajo de Isaac Newton, quien fue el primero en aplicar
sus leyes de la mecánica a los movimientos de los flujos. Más tarde Leonhard Euler
escribió por primera vez (1755) las ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento
de un fluido ideal, es decir, en ausencia de disipación debido a la interacción entre
moléculas. Y finalmente C. Navier (1822) [52] e, independientemente, G. Stokes
(1845) [61] introdujeron en el modelo el término de viscosidad y llegaron a las
ecuaciones que hoy denominamos “Navier-Stokes”.

Consideramos que el fluido ocupa un dominio Ω ⊂ R2 o R3 y asumimos la
hipótesis del continuo que dice que en cada punto de este dominio hay fluido. A
cada tiempo t las part́ıculas del fluido tienen una correspondencia biyectiva con
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las coordenadas x = (x1, x2, x3) ∈ Ω. Caracterizamos el fluido por las siguientes
funciones:

Campo de velocidades u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) que determina
la velocidad que tiene una part́ıcula en cada punto x ∈ Ω del dominio y en
cada tiempo t ∈ R+.
Las presiones, p = p(x, t), en el seno del fluido.
La densidad, ρ = ρ(x, t), del fluido.

Las ecuaciones de Navier-Stokes pretenden modelar la evolución de estas can-
tidades a partir de la segunda ley de Newton, que asocia la aceleración de las
part́ıculas con las fuerzas que actúan sobre ellas (las variaciones espaciales de la
presión, las fuerzas de rozamiento entre las moléculas, viscosidad, y las posibles
fuerzas externas como la gravitatoria), y con la ley de conservación de masa. Para
llegar a ellas hay dos formas de interpretar el fluido; una es fijar un punto del
dominio y medir sus caracteŕısticas en ese punto (la versión Euleriana) o calcular
la variación de sus caracteŕısticas a lo largo de la trayectoria de la part́ıcula (la
versión Lagrangiana).

Aqúı seguiremos la versión Lagrangiana y para ello definimos la trayectoria de
una part́ıcula α ∈ Ω que está representada por X(α, t) y satisface el siguiente
sistema 

dX(α, t)

dt
= u(X(α, t), t),

X(α, 0) = α.

Si analizamos cómo cambia una función q según seguimos la trayectoria, tene-
mos la derivada material:

∂q(X(α, t), t)

∂t
= qt +

dX1

dt

∂q

∂x1
+
dX2

dt

∂q

∂x2
+
dX3

dt

∂q

∂x3
= qt + u∇q ≡ Dtq.

Otra propiedad que se pide al fluido, en el problema que nos ocupa en estas
notas, es la incompresibilidad del mismo:

X(α, t) es incompresible si vol(Ω̃) = vol(X(Ω̃, t)) para todo Ω̃ ⊂ Ω,

que es equivalente a exigir al campo de velocidades que tenga divergencia nula:

X(α, t) es incompresible⇔ ∇ · u = 0.

Siendo esa equivalencia una consecuencia del cambio de variables

vol(X(Ω, t)) =

∫
X(Ω,t)

dx =

∫
Ω

J(α, t)dα,

donde J es el jacobiano de la transformación:

d

dt
vol(X(Ω, t)) =

∫
Ω

Jtdα =

∫
Ω

∇ · u|(X(α,t),t)J(α, t)dα =

∫
X(Ω,t)

∇ · udx.
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Utilizando la segunda ley de Newton tenemos que

Dt(ρu) = Fuerza,

por otro lado la conservación de masa junto con la incompresibilidad implica:

Dt(ρ) = 0.

Las dos leyes dan lugar a las ecuaciones de Navier-Stokes:

(1)


ρ(∂ui

∂t + u · ∇ui) = − ∂p
∂xi

+ ν∆ui + f iε,

∇ · u = 0,

ρt + u · ∇ρ = 0.

donde

u = (u1, u2, u3), ui = ui(x1, x2, x3, t) velocidad del fluido;
p = p(x1, x2, x3, t) presión;
ρ = ρ(x1, x2, x3, t) densidad;
ν = cte ≥ 0 viscosidad;
fε = (f1

ε , f
2
ε , f

3
ε ) fuerza externa.

En el caso particular ν = 0 obtenemos las ecuaciones de Euler. En total, tenemos
cinco ecuaciones con cinco incógnitas.

Notaciones 2.1. Hacemos uso de las siguientes nomenclaturas:

gt =
∂g

∂t
;

∇g =
( ∂g
∂x1

,
∂g

∂x2
,
∂g

∂x3

)
;

∆g =
∂2g

∂x2
1

+
∂2g

∂x2
2

+
∂2g

∂x2
3

;

∇ · ~a =
∂a1

∂x1
+
∂a2

∂x2
+
∂a3

∂x3
siendo ~a = (a1, a2, a3).

Fluido incompresible ⇔ ∇ · u = 0;
Fluido perfecto ⇔ ν = 0;
Fluido homogéneo ⇔ ρ = 1;
Fluido ideal ⇔ las tres condiciones anteriores.

Las condiciones de contorno vaŕıan dependiendo del contexto en el que estemos;
un fluido en un vaso tiene la restricción de que la frontera del dominio es estáti-
ca. En el caso por ejemplo, de considerar la evolución de dos fluidos inmiscibles
uno dentro de otro (o un fluido en el vaćıo) entonces la frontera se mueve con
el flujo. En el problema de la existencia de singularidades, en fluidos incompre-
sibles, las condiciones de contorno desempeñan un papel crucial, por ejemplo en
2-dimensiones las respuesta a esta pregunta pueden ser opuestas dependiendo si
la frontera es libre o ŕıgida. Fluidos con una estructura regular dentro del dominio
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pueden generar singularidades en la interfase. Estas singularidades pueden ser con-
secuencia de que el escenario del que se parte es inestable. Por ejemplo, en el caso
de fuerzas gravitatorias, cuando un fluido más denso está encima de otro menos
denso. No obstante las más interesantes serán aquellas que se forman a partir de
un escenario estable.

En el problema descrito en la siguiente sección se considera que el dominio es
todo el espacio R3, o el toro T3, en el caso de soluciones periódicas. Cuando con-
sideramos R3, exigimos que las soluciones tengan cierto decaimiento en el infinito
para que la enerǵıa sea finita.

3. El problema del Instituto Clay de Matemáticas

Consideramos un fluido viscoso, homogéneo e incompresible:

(2)


ut + u · ∇u = −∇p+ ν∆u+ f, (ν > 0, x ∈ R3, t ≥ 0)

∇ · u = 0,

u(x, 0) = u0.

El dato inicial debe verificar las siguiente condiciones de regularidad:

|∂αx u0i| ≤ Cα,k(1 + |x|)−k, para todo α, k > 0,

y la fuerza exterior

|∂αx ∂mt f | ≤ Cα,k,m(1 + |x|+ t)−k, para todo α,m, k > 0.

Las soluciones admisibles al problema son:
• Para x ∈ R3, (u, p) ∈ C∞(R3 × [0,∞)) con decaimiento en el infinito

de la presión y de enerǵıa finita, es decir,
∫
R3 |u|2dx <∞ para todo t;

• o bien soluciones (u, p) ∈ C∞(T3 × [0,∞)) periódicas y la presión de
media cero.

Problema Clay: Demostrar una de las dos afirmaciones siguientes:

1. Sea u0 satisfaciendo las condiciones de regularidad. Entonces siempre exis-
ten soluciones admisibles.

2. Encontrar u0 satisfaciendo las condiciones de regularidad y tal que no existe
solución admisible con dato inicial u0.

Para más detalles véase [26].

4. Ejemplos, cantidades conservadas y estimaciones a priori

4.1. Ejemplos clásicos de soluciones a las ecuaciones:

i) Soluciones estacionarias:

u = (γ1x1, γ2x2,−[γ1 + γ2]x3) y p = −γ1

2
x2

1 −
γ2

2
x2

2 −
γ1 + γ2

2
x2

3

donde la velocidad y la presión no dependen de la variable t. Sin embargo,
las trayectorias satisfacen

X(α, t) = (α1e
γ1t, α2e

γ2t, α3e
−[γ1+γ2]t),
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siendo α = (α1, α2, α3).
ii) Singularidades con enerǵıa infinita:

u = (− x1

T − t
,
x2

T − t
, 0) y p =

x2
2

(T − t)2

desarrollan una singularidad para t→ T.
iii) Crecimiento lineal (∇u ∼ t) con enerǵıa finita:

u = (0, f(x3 − tw(x)), w(x)),

Las funciones w y f se toman periódicas.
iv) Soluciones axisimétricas (variables ciĺındricas):

u = ur(r, x3, t)er + uθ(r, x3, t)eθ + u3(r, x3, t)e3,

siendo er = (x1

r ,
x2

r , 0), eθ = (−x2

r ,
x1

r , 0) y e3 = (0, 0, 1).

Si uθ0 = 0, entonces uθ = 0 se conserva para todo tiempo y como conse-
cuencia hay existencia de solución global. Si uθ0 6= 0, el problema a d́ıa de hoy
está abierto. Para el caso viscoso, ν > 0, sólo puede haber singularidades
en el eje z. Para más detalles véase [48].

4.2. Cantidades globales conservadas. El dominio que consideramos es Ωn =
Rn (soluciones que decaen suficientemente rápido en el infinito) o Tn (soluciones
periódicas) con n = 2, 3. Desde las ecuaciones se deduce que se conservan las
siguientes cantidades con fuerza f = 0:

1.
∫

Ωn
udx;

2.
∫

Ωn
∇× udx;

3.
∫

Ωn
u · (∇× u)dx;

4.
∫

Ωn
|u|2dx con viscosidad nula, si ν > 0, la enerǵıa decae.

Para ver esta última afirmación, consideremos la ecuación

(3) uit + u · ∇ui = − ∂p

∂xi
+ ν∆ui,

multipliquemos por ui e integremos en Ωn. Integrando por partes se obtiene∫
Ωn

uiuit +

∫
Ωn

ui(u · ∇ui) =

∫
Ωn

− ∂p

∂xi
ui +

∫
Ωn

(ν∆ui)ui

de donde se deduce

1

2

(∫
Ωn

|ui|2
)
t

=

∫
Ωn

p
∂ui
∂xi
− ν

∫
Ωn

|∇ui|2

para cada i = 1, 2, 3. Sumando en las tres componentes y utilizando la incompre-
sibilidad tenemos

1

2

d

dt

∫
Ωn

|u|2 = −ν
∫

Ωn

|∇u|2,

que al integrar en tiempo

1

2

∫
Ωn

|u|2 + ν

∫ T

0

∫
Ωn

|∇u|2dt =
1

2

∫
Ωn

|u0|2.
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Se puede concluir que la enerǵıa
∫

Ωn
|u|2 se conserva en el caso ν = 0. Además en

el caso viscoso obtenemos una cota sobre las derivadas

(4)

∫ T

0

∫
Ωn

|∇u|2dt < C

donde C depende de la enerǵıa inicial.

4.3. Estimaciones a priori (ν > 0) para las primeras derivadas. Multi-
plicamos la ecuación (3) por −∆ui e integramos

−
∫

Ωn

∆uiuit −
∫

Ωn

∆ui(u · ∇ui) =

∫
Ωn

∂p

∂xi
∆ui −

∫
Ωn

(ν∆ui)∆ui

y se deduce(∫
Ωn

|∇ui|2
)
t
−
∫

Ωn

∆ui(u · ∇ui) = −
∫

Ωn

p
∂∆ui
∂xi

− ν
∫

Ωn

|∆ui|2

para cada i = 1, 2, 3. Sumando en las tres componentes tenemos

d

dt

∫
Ωn

|∇u|2 −
∫

Ωn

∆u · (u · ∇u) = −ν
∫

Ωn

|∆u|2,

aplicando la desigualdad de Hölder al segundo término obtenemos∣∣∣∣ ∫
Ωn

∆u · (u · ∇u)

∣∣∣∣ ≤ ||u||L4 ||∇u||L4 ||∆u||L2 .

4.3.1. En dimensión 2: la norma L4 puede ser acotada por

||f ||L4 ≤ c||f ||
1
2

L2 ||∇f ||
1
2

L2

que implica la desigualdad

d

dt

∫
Ω2

|∇u|2 ≤ c
(∫

Ω2

|∇u|2
)2

de la que se deduce
∫

Ω2
|∇u|2 ≤ C por la cota (4).

4.3.2. En dimensión 3: la norma L4 está acotada por

||f ||L4 ≤ c||f ||
1
4

L2 ||∇f ||
3
4

L2

que nos impide obtener una desigualdad similar a la de dimensión n = 2. Como
consecuencia de las desigualdades de Gagliardo-Nirenberg obtenemos

d

dt

∫
Ω3

|∇u|2 ≤ c||u||4L6

∫
Ω3

|∇u|2.

Por otra parte

||u||L6 ≤ c||∇u||L2

que implica
d

dt

∫
Ω3

|∇u|2 ≤ c
(∫

Ω3

|∇u|2
)3

.
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5. Resultados más destacados

Algunos de los resultados parciales conocidos son los siguientes:

Existencia local (Leray, 1933-34 [42], [43] y [44]). El problema está bien
propuesto. Existe un tiempo T que depende del dato inicial tal que hay
soluciones regulares para todo t en [0, T ] (en el caso de Euler véase [45]).
En particular para ν > 0

u ∈ C([0, T ], H1) ∩ L2([0, T ], H2).

Existencia global para n = 2 (Leray [42], [43] y [44], Wolibner [63], Kato
[33], Yudovich [66], Ladyzhenskaya [41]) con ν ≥ 0.
Existencia de soluciones débiles. En 1934 Leray [42] introdujo la noción de
solución débil y probó la existencia de soluciones débiles para las ecuaciones
de Navier-Stokes (véase también [31] y [41]).
Resultados de dato pequeño para n = 3 y con respecto a la viscosidad ν > 0
(Leray [43], Fujita y Kato [27], Giga y Miyakawa [29], Kato [34], Weissler
[62]): Si la norma ||u0||

H
1
2

(o la norma L3) es suficientemente pequeña,

entonces existe solución global.
Criterios de singularidades (blow-up):

Si ν > 0,∫ T

0

‖u‖kLrdt =∞⇔ singularidad a tiempo T,

donde r, k verifican 2
r + 3

k = 1, para 3 < r ≤ ∞ (Leray [42], Giga [28],
Ladyzhenskaya [39], Prodi [53] y Serrin [56]). El caso cŕıtico k = 3 y r =∞
se estableció recientemente por Escauriaza, Seregin y Sverak [25].

Si ν = 0, (Beale, Kato y Majda [3])∫ T

0

|∇ × u|L∞dt =∞⇔ singularidad a tiempo T.

Estimaciones un poco más finas en espacios BMO se pueden encontrar
en [37] y en [38].
Las singularidades son aisladas, para ν > 0 (Scheffer, 1976 [60]. Caffarelli,
Kohn y Nirenberg, 1982 [5].) . Scheffer aplicó las técnicas de la teoŕıa de
geometŕıa de la medida para estimar la dimensión Hausdorff del conjunto

{(x, t) ∈ Ω× [0, T ]; |u|L∞ =∞}.

Su resultado fue luego mejorado por Caffarelli, Kohn y Nirenberg en 1982
(una demostración más sencilla se puede encontrar en [46]), obteniendo que,
en particular, el conjunto de singularidades no puede tener lugar a lo largo
de curvas de la forma

{(x, t) ∈ R3 × R : x = φ(t)}.

Combinando técnicas anaĺıticas de integrales singulares con argumentos
geométricos, Constantin, Fefferman y Majda ([16] y [15]) probaron que si la
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dirección del vector vorticidad ξ(x) = ω(x)
|ω(x)| se mantiene lisa en regiones

donde la vorticidad es alta, entonces no puede producirse una singularidad.
En el caso ν > 0, la existencia de una singularidad es equivalente a que la
presión se haga −∞ en el punto de singularidad (Sverak y Seregin, 2002
[55]).
Hiperviscosidad (Ladyzhenskaya [40]): Para α ≥ 5

4 , cambiando −∆ por
(−∆)α, hay existencia de soluciones globales.
Existencia global de datos iniciales particulares: Recientemente Chemin,
Gallagher y Paicu [11] prueban que en dimensión 3 (con ν > 0) existen
soluciones globales en el tiempo con dato inicial que no es pequeño.

6. La vorticidad y las ecuaciones de Euler: ν = 0.

Uno de los conceptos más importantes en fluidos es la vorticidad que mide la
rotación del flujo y se define como el rotacional del campo de velocidades ω = ∇×u.
Podemos citar a Leonardo Da Vinci 1510, quien se dio cuenta de la relevancia de
la vorticidad en la dinámica de los fluidos:

Observad el movimiento de la superficie del agua, que se asemeja al
del cabello, que tiene dos movimientos, de los cuales uno es causado
por su propio peso y el otro por la dirección de los remolinos; por
tanto el agua tiene movimientos rotatorios, una parte de los cuales
se debe a la corriente principal, y la otra a un movimiento inverso y
aleatorio.

Al aplicar el rotor a las ecuaciones de Euler la presión desaparece y eso nos per-
mite escribir el sistema en términos sólo de la vorticidad. En esta sección daremos
una breve descripción de las diferencias entre las ecuaciones de Euler en dimensión
2 y 3.

6.1. Dimensión n = 2.

(5) x ∈ R2,


u1t + u · ∇u1 = − ∂p

∂x1
+ ν∆u1,

u2t + u · ∇u2 = − ∂p
∂x2

+ ν∆u2,

∇ · u = 0.

Sea el escalar w = ∂u1

∂x2
− ∂u2

∂x1
. Derivamos la primera ecuación con respecto

a la segunda variable y la segunda ecuación con respecto a la primera variable.
Restando obtenemos

wt + (u · ∇u1)x2
− (u · ∇u2)x1

= ν∆w ⇒ wt + u · ∇w = ν∆w.

Como ∇ · u = 0, existe una función de corriente ψ tal que u = (− ∂ψ
∂x2

, ∂ψ∂x1
) y

por tanto w = −∆ψ (ecuación de Poisson).
Estamos interesados en soluciones con enerǵıa finita y que sus derivadas decaen

suficientemente rápido en el infinito. Podemos invertir el operador laplaciano y
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obtenemos

ψ(x1, x2, t) =
1

2π

∫
R2

log |x− y|w(y, t)dy,

que al derivar da

u(x1, x2, t) =
1

2π

∫
R2

(x− y)⊥

|x− y|
w(y, t)dy.(6)

Además, volviendo a la ecuación original, se puede recuperar la presión p de la
velocidad

−∆p = (u · ∇u1)x1
+ (u · ∇u2)x2

= ux1
· ∇u1 + ux2

· ∇u2.

Para el caso ν = 0 se tiene una ecuación de transporte

wt + u · ∇w = 0,

es decir, que la derivada de la vorticidad a lo largo de trayectorias es cero:

ω(X(α, t), t) = ω0(α).

Aśı ‖w‖L∞(t) = ‖w‖L∞(0). También al multiplicar por w e integrar en el dominio
obtenemos

0 =

∫
R2

w(wt + u · ∇w)dx =

∫
R2

wwtdx⇒
∫
R2

|w|2(t)dx =

∫
R2

|w|2(0)dx,

y en general se puede obtener que todas las normas Lp (1 ≤ p ≤ ∞) se conservan
en tiempo ‖w‖Lp(t) = ‖w‖Lp(0).

Aplicamos a la ecuación el operador gradiente ortogonal ∇⊥ = (− ∂
∂x2

, ∂
∂x1

)

(∇⊥w)t + u · ∇(∇⊥w) = (∇u) · ∇⊥w

que también puede escribirse como(
∂

∂t
+ u · ∇

)
|∇ω| = α|∇ω|

donde α es

α = (∇u)ξ · ξ
y ξ es la dirección del vector ∇⊥ω.

Continuando a partir de (6) se deduce que para i = 1, 2 obtenemos

∂u

∂xi
=

1

2π

∫
R2

(x− y)⊥

|x− y|2
∂w

∂yi
(y, t)dy

=
1

2π

∫
R2

Γ
( |x− y|

δ

) (x− y)⊥

|x− y|2
∂w

∂yi
(y, t)dy

+
1

2π

∫
R2

(
1− Γ

( |x− y|
δ

)) (x− y)⊥

|x− y|2
∂w

∂yi
(y, t)dy

=I1 + I2,
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donde definimos una función Γ(r) ∈ C∞ que verifique Γ(r) = 1, si r < 1 y Γ(r) =
0, si r > 2. Es fácil comprobar que |I1| ≤ cδ|∇w|. Por otro lado, integrando por
partes

|I2| ≤c
∫
|y|≥2δ

|w(x+ y, t)|
|y|2

dy

=c

∫
k>|y|≥2δ

|w(x+ y, t)|
|y|2

dy + c

∫
|y|>k

|w(x+ y, t)|
|y|2

dy

≤‖w‖L∞(t) log δ + ck‖w‖L2(t) = ‖w‖L∞(0) log δ + ck‖w‖L2(0),

luego

|∇u|L∞ ≤ cδ|∇w|L∞ + c log δ + c.

Si δ = 1
|∇w|+1 , sustituyendo se tiene

|∇u|L∞ ≤ c log(1 + |∇w|L∞) + c.

Por lo tanto ∣∣∣∣ ddt |∇ω|L∞

∣∣∣∣ ≤ C|∇ω|L∞ log(|∇ω|L∞ + 1)

y |∇ω|L∞ está acotada por una doble exponencial en tiempo

|∇w|L∞(t) ≤ ceCe
t

.

De este argumento puede concluirse que las derivadas de la velocidad están
acotadas por una exponencial. Esta es la mejor cota superior que se conoce, sien-
do la existencia de soluciones con enerǵıa finita con crecimiento exponencial un
problema abierto. En el art́ıculo [23] el autor obtiene una cota inferior lineal: las
derivadas de la velocidad crecen al menos linealmente en el tiempo.

6.2. Dimensión n = 3. Sea ω = ∇× u la vorticidad, y aplicando el rotor a las
ecuaciones obtenemos:

ωt +∇× (u · ∇u) = ν∆ω

de la que se deduce

(7) x ∈ R3,

 ωt + u · ∇ω = (∇u) · ω + ν∆ω,

∇ · u = ∇ · ω = 0.

La ley de Biot-Savart nos permite escribir el sistema en función de la vorticidad:
Si tomamos ψ = (ψ1, ψ2, ψ3) tal que −∆ψ = w,

ψ(x, t) =
1

4π

∫
R3

w(y, t)

|x− y|
dy (función de corriente).

Hacemos uso de las siguientes identidades, válidas para todo ψ,

∆ψ =

α︷ ︸︸ ︷
−∇× (∇× ψ) +

β︷ ︸︸ ︷
∇(∇ · ψ);

∇ · (∇× ψ) = 0.
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Se tiene entonces que

0 =

∫
β · w =

∫
α · β +

∫
β2 =

∫
β2 ⇒ β = 0,

de forma que

w = −∇× (∇× ψ),

y, por tanto, u = −∇× ψ, siendo u ∈ L2 de divergencia nula, con lo que

u(x, t) =
1

4π

∫
R3

x− y
|x− y|3

× w(y, t)dy (Ley de Biot-Savart).

La diferencia crucial entre 2 y 3 dimensiones aparece en la evolución a lo largo de
trayectorias de la vorticidad; en el caso de tres dimensiones la vorticidad satisface

ω(X(α, t), t) = ∇αX(α, t)ω0(α).

En dimensión n = 3 las ecuaciones incomprensibles de Euler tienen la propiedad
de que las ĺıneas de vorticidad (curvas tangentes al vector vorticidad) se mueven
con el fluido. Consideremos la curva lisa C= {y(s) ∈ R3 : 0 < s < 1}: diremos que
es una ĺınea de vorticidad a tiempo t si es tangente a la vorticidad en cada uno de
los puntos; eso quiere decir que

dy

ds
(s) = λ(s)ω(y(s), t), para algún λ(s) 6= 0.

Una cuenta muy sencilla muestra que las ĺıneas de vorticidad, de la solución de la
ecuación incompresible tridimensional de Euler, se mueven con el fluido: la curva

C(t) = {X(y(s), t) ∈ R3 : 0 < s < 1}

satisface
dX

ds
(y(s), t) = λ(s)ω(X(y(s), t))para algún λ(s) 6= 0.

Un tubo de vorticidad está formado por la unión de ĺıneas de vorticidad. En las
simulaciones numéricas se observa que estos tubos se doblan, tuercen y se contraen.
Una singularidad puede formarse por la colisión de dos ĺıneas de vorticidad, lo que
significa que las trayectorias de dos part́ıculas colisionen en tiempo finito.

Otra cantidad conservada localmente en el fluido es la circulación (Teorema de
circulación de Kelvin): sea C0 una curva parametrizada por x(s) donde s ∈ [0, 1]
y la curva Ct está representada por X(x(s), t). Definimos la circulación como la
integral de ĺınea

ΓCt =

∮
Ct

udl.

Entonces
dΓCt

dt = 0, se conserva en tiempo.
El operador Dt ≡ ∂t + u · ∇ es la derivada con respecto al tiempo a lo largo de

trayectorias y es natural hacer el siguiente argumento heuŕıstico:

dω

dt
= ω2
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ya que ∇u tiene el mismo orden que la vorticidad. Esta ecuación diferencial ordi-
naria produce singularidades en tiempo finito. Pero en realidad, ∇u es una convo-
lución de la vorticidad con un núcleo homogéneo de orden -3 y con media cero en
la esfera unidad. ∇u son integrales singulares de Calderón-Zygmund.

Tf(x) = vp

∫
K(x− y)f(y)dy ≡ ĺım

ε→0

∫
|x−y|≥ε

K(x− y)f(y)dy,

donde el núcleo K(x) verifica:

K(λx) = λ−nK(x),∫
|x|=1

K(x)ds = 0.

Algunas de las propiedades de este valor principal son:

1. ‖Tf‖Lp ≤ cp‖f‖Lp para cada 1 < p <∞;
2. en dimensión n = 1 sólo hay un operador con las propiedades exigidas: la

transformada de Hilbert

Hf(x) = vp

∫
f(y)

x− y
dy

El criterio clásico para la formación de singularidades en fluidos es el teorema
de Beale, Kato y Majda [3]:

Singularidad en tiempo T si, y sólo si,

∫ T

0

|ω|L∞dt =∞.

¿Puede la vorticidad hacerse infinita en tiempo finito? Con el objetivo de enten-
der el desarrollo de singularidades en la vorticidad, con operadores no locales, en
1986 Constantin, Lax y Majda estudiaron el siguiente modelo en dimensión n = 1:

(8)


wt = (Hw)w,

w(x, 0) = w0,

u(x, t) =
∫ x
−∞ w(y, t)dy.

que se puede integrar y obtener soluciones exactas. Aprovechando las propiedades
de la transformada de Hilbert Hf :

1. Z(x) = Hw + iw es el valor de frontera de una función anaĺıtica en el
semiplano inferior H− = {z = x+ iy : y < 0} si y → 0.

2. Si Z(x) = α(x, y) + iβ(x, y) es anaĺıtica en H−, haciendo y → 0, entonces
α(x, 0) = Hβ(x, 0).

3. iZ(x, y) = −β(x, y) + iα(x, y) es anaĺıtica, luego H(Hf) = −f.
4. ZZ es anaĺıtica, Z2 = α2 + β2 + i2αβ, luego 2H(fHf) = (Hf)2 − f2;

H(2αβ) = 2H(Hββ) =
(Hβ)2 − β2

2
.

Se deduce la ecuación de evolución de Hω y nos queda
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(9)

 (Hw)t = (Hw)2−w2

2 ,

wt = (Hw)w.

Sea Z = Hw + iw, entonces

Zt =
Z2

2
.

Aśı, Z(x, t) =
z0(x)

1− 1
2 tz0(x)

y por tanto

w(x, t) = =z =
4w0(x)

(2− t(Hw0)(x))2 + t2w2
0(x)

.

Para todo dato inicial donde existe un punto x0 tal que w0(x0) = 0 y Hw0(x0) >
0 (por ejemplo, para Hw0(x) = cosx) existen singularidades en tiempo finito.

Pero si a la derivada temporal le añadimos un término convectivo, de forma que
la derivada de la velocidad sea una integral singular de la vorticidad, entonces no
puede integrarse el sistema. En este caso las ecuaciones seŕıan

(10)

 wt + auwx = (Hw)w, a ∈ R,

ux = Hw.

Recientemente, en [7] se demuestra que para todo a ∈ R existen soluciones au-
tosimilares y la existencia de singularidades con dato inicial regular para el caso
a ≤ 0.

6.3. Modelos bidimensionales. Debido a las cancelaciones en el término no-
lineal de las ecuaciones de Euler en 2D, éstas no resultan ser un buen modelo para
capturar las caracteŕısticas correspondientes en 3D. La ecuación cuasi-geostrófica
superficial y la ecuación de un fluido incomprensible en un medio poroso (Ley
de Darcy) son dos sistemas cuyas velocidades (incompresibles) vienen dadas por
integrales singulares:

Ecuación cuasi-geostrófica superficial (SQG)

(11)


qt + u · ∇q = 0, x ∈ R2,

∇ · u = 0,

u = (−R2q,R1q), transformadas de Riesz,

ui(x, t) = vp

∫
yi
|y|3

q(x+ y, t)dy.
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Ecuación de medios porosos (IPM)

(12)


qt + u∇q = 0,

∇ · u = 0,

u = ∇p+

(
0
q

)
,

u = vp

∫
(
−2y1y2

|y|4
,
y2

1 − y2
2

|y|4
)q(x+ y, t)dy +

1

2
(0, q).

El escalar q = q(x1, x2, t) representa la temperatura potencial (SQG) y la den-
sidad del fluido (IPM). En los art́ıculos [19] y [21] se realiza un estudio anaĺıtico y
numérico de los dos sistemas.

Las derivadas del escalar q tiene un comportamiento similar al de la ecuación
de Euler 3D y se pueden escribir como

Dt(∇⊥q) = (∇⊥q)t + u · ∇(∇⊥q) = (∇u) · ∇⊥q.

El vector ∇⊥q = (− ∂q
∂x2

, ∂q∂x1
) desempeña el papel de la vorticidad ω = ∇ × u.

Además ∇u son integrales singulares con respecto a ∇⊥q. La analoǵıa también es
geométrica; los vectores ∇⊥q y ω son tangentes a las curvas de nivel de q y a las
ĺıneas de vorticidad, respectivamente. Las ĺıneas de vorticidad y las curvas de nivel
de q satisfacen la propiedad de moverse con el fluido.

Las normas Lp (1 ≤ p ≤ ∞) del escalar q están acotadas y eso implica que
las normas Lp (1 < p < ∞) de la velocidad están acotadas con respecto al dato
inicial. En el caso de las transformadas de Riesz (SQG), la norma L2, la enerǵıa,
se conserva. Los resultados anaĺıticos conocidos, existencia local y criterios de
formación de singularidades, son equivalentes a la teoŕıa conocida de Euler 3D. En
cuanto a la existencia de singularidades, a d́ıa de hoy, es un problema abierto.

¿Qué sucede si se añade un término de viscosidad del tipo disipativo −(−∆)α?
En este caso no hay formación de singularidades para α ≥ 1

2 , véase Kiselev-
Nazarov-Volberg [36] y Caffarelli-Vasseur [6].

7. Fluidos con frontera libre

Si la frontera del fluido se mueve con el flujo entonces la complejidad del sistema
es más alta y hay que tener en cuenta la dinámica del dominio exterior. En estos
casos, fluidos de una estructura simple y en dos dimensiones podŕıan desarrollar
singularidades, no en el interior sino en la frontera. Ejemplos notables son las
hojas de vorticidad, los parches de vorticidad, water waves, dos fluidos inmiscibles
con diferentes caracteŕısticas, etc... Para poder ilustrar con precisión este tipo de
soluciones hay que introducir el concepto de solución débil que fue introducido por
Leray con el objetivo de entender las singularidades o el comportamiento caótico
de un fluido.

Entendemos por solución débil que para todo par de funciones η y ζ regulares y
de soporte compacto en [0, T )×R2, i.e. en el espacio C∞c ([0, T )×R2), se verifiquen
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las igualdades∫ T

0

∫
R2

(
v · (ηt + v · ∇η) + p∇ · η

)
dxdt+

∫
R2

v0(x) · η(x, 0)dx = 0

y ∫ T

0

∫
R2

v · ∇ζdxdt = 0,

donde v0(x) = v(x, 0) es el dato inicial.
En el caso de Euler la mera existencia de soluciones débiles carece de una

teoŕıa satisfactoria. En los últimos años ha habido un intenso interés en la co-
munidad por entender la existencia y comportamiento de soluciones con un dato
general inicial en L2. Hay solución al problema pero el campo de velocidades
es una medida de Laplace-Young (véase [24]). Constantin, E y Titi [14] demos-
traron una condición de regularidad en 3D, en la cadena de espacios de Besov
v ∈ L3([0, T ];Bα3,∞) ∩C([0, T ];L2) donde α > 1/3, para que las soluciones débiles
conserven enerǵıa (conjetura de Onsager). Un resultado similar pero en un espacio

más fino, L3([0, T ];B
1/3
3,c(N)) ∩ C([0, T ];L2), se obtiene en [12].

Scheffer en [59] construyó una solución para este sistema tal que u(x, t) ≡ 0 para
|x|2 + |t|2 > 1. Para t < −1 la solución es cero, luego hace un cambio dramático
y deja de ser nula, y para t > 1 desaparece. La prueba de este resultado es larga,
complicada y dif́ıcil de entender. En 1997, Shnirelman [58] dio una construcción
más transparente en un dominio periódico T2. Esta solución es una función de
L2(T2×R,R2), con soporte compacto en el tiempo, no acotada y discontinua. Desde
un punto de vista completamente distinto usando el cálculo variacional, De Lellis
y Szèkelyhidi construyen soluciones débiles no triviales en v(x, t) ∈ L∞c ([0, T ];L2)
desde el cero, enfocando el sistema como una inclusión diferencial (véase [22]).

Debido a la cancelación extra en 2D la solución débil de la ecuación de la
vorticidad w en dos dimensiones se puede definir como:∫

Ω

ϕ(x, T )w(x, T )dx−
∫

Ω

ϕ(x, 0)w0(x)dx =

∫ T

0

∫
Ω

(ϕt + u∇ϕ)wdxdt,

siendo válida para toda ϕ ∈ C∞([0, T ]×Ω) con soporte compacto y u = K ∗w, con

K = x⊥

2π|x|2 , el núcleo propio de la ley de Biot-Savart. Esta formulación se deduce

de la ecuación clásica de la vorticidad sin más que multiplicar por ϕ, integrar
y aplicar integración por partes. La existencia y unicidad para este modelo, en
L1 ∩ L∞, la demostró por vez primera Yudovich [66].

A continuación damos una breve descripción de soluciones con frontera libre
que, interpretadas en todo el espacio, son soluciones débiles de las ecuaciones de
Euler, SQG y IPM.

7.1. Parches de vorticidad. La ecuación de la vorticidad en 2D tiene la pro-
piedad fundamental de que las curvas de nivel se mueven con el fluido, i.e., que
no se transfiere fluido a través de las curvas de nivel. Entonces una solución na-
tural, con enerǵıa finita, es una región cerrada (acotada y conexa) Ω(t), donde la
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vorticidad ω es igual a 1 dentro de dicha región y 0 fuera,

ω(x, t) =

{
1 si x ∈ Ω(t),

0 si x ∈ R2 \ Ω(t),

que evoluciona con la velocidad del fluido conservando el área inicial. Estas solu-
ciones parten con un frente ya formado sobre la frontera de Ω(t) y se denominan
vortex patches. Este tipo de soluciones fueron candidatas a soluciones con enerǵıa
finita que desarrollan singularidades, en la interfase, en tiempo finito. Las ecuacio-
nes del contorno son

u(x(s, t), t) =
ω0

2π

∫
Π

log |x(s, t)− x(s′, t)|∂x
∂s

(s′, t), ds′.

Aqúı, x(s, t) determina la posición de la frontera del dominio Ω(t), parametrizada

con s. La dinámica de la evolución del contorno ∂Ω(t) viene dada por dx(s,t)
dt =

u(x(s, t), t). Las simulaciones numéricas indicaban la posibilidad de que la frontera
perdiera su regularidad al cabo del tiempo. Pero el trabajo anaĺıtico primero de
Chemin [10] y después de Bertozzi-Constantin [4] demostraron que la curvatura
no pod́ıa crecer más rápidamente que una doble exponencial, lo que implica la
existencia de soluciones globales.

Con ese afán de buscar singularidades de fluidos incompresibles se define la
dinámica de α-patches para una familia de ecuaciones que “interpola” las ecuacio-
nes SQG y Euler 2D. Un α-patch (0 < α < 1) consiste en una región Ω(t) de R2

(conexa y acotada) que se mueve con una velocidad dada por

u(x(s, t), t) =
θ0

2π

∫
Π

∂x
∂s (s′, t)

|x(s, t)− x(s′, t)|α
ds′.

Los α-patches determinan soluciones débiles de la ecuación

(∂t + u · ∇) θ = 0, u = ∇⊥ψ, θ = −(−4)1−α/2ψ.

En el caso α = 1, Rodrigo [54] ha demostrado la existencia local y unicidad de
solución con dato C∞ usando argumentos de tipo Nash-Moser. F. Gancedo [30], en
su tesis doctoral, ha probado la existencia local y unicidad en espacios de Sobolev
para 0 < α ≤ 1. Es un problema abierto la existencia o no de soluciones globales
de α-patches.

7.2. Hojas de vorticidad. En el ejemplo anterior la vorticidad toma valores
constantes en diferentes dominios, siendo una de estas constantes distinta de cero.
Las hojas de vorticidad se definen por ser soluciones débiles cuya vorticidad ω =
∇× v es una función delta sobre la curva z(α, t)

ω(x, t) = $(α, t)δ(x− z(α, t)),

esto es, ω es una medida definida por

< ω, η >=

∫
$(α, t)η(z(α, t))dα,

donde η(x) es una función test.
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La hoja de vorticidad z(α, t) separa dos dominios de vorticidad cero (fluidos
irrotacionales) y satisface las siguientes ecuaciones:

zt(α, t) = BR(z,$)(α, t) + c(α, t)∂αz(α, t),

donde la integral de Birkhoff-Rott sobre la curva, que se obtiene directamente de
la ley de Biot-Savart, viene dada por

BR(z,$)(α, t) =
1

2π
vp

∫
(z(α, t)− z(β, t))⊥

|z(α, t)− z(β, t)|2
$(β, t)dβ.(13)

Mientras que c(α, t) representa una re-parametrización de la curva. Cerramos el
sistema usando las ecuaciones de Euler:

$t = ∂α(c$).

Lebeau y Kamotski [35] demostraron que, en el caso de enerǵıa finita (i.e. que
la amplitud de vorticidad $ cambia de signo), la solución tiene que ser necesaria-
mente C∞. Y si la amplitud es estrictamente positiva en todo el dominio entonces
la solución es anaĺıtica (véase [65]). El primero en observar la posible formación
de singularidades con dato inicial anaĺıtico fue Moore [50].

7.3. Olas (Water waves). Se trata (véase [1]) de la evolución de la frontera
libre entre una masa de agua y el vaćıo, gobernados por la ecuación de Euler y la
fuerza de la gravedad:

ρ(vt + (v · ∇)v) = −∇p− (0, gρ),

donde v es un campo de velocidades incompresible e irrotacional, por lo que la
vorticidad está concentrada sobre la frontera libre debido al salto de densidades.
La interfase y la amplitud de la vorticidad satisface las siguientes ecuaciones:

zt(α, t) = BR(z,$)(α, t) + c(α, t)∂αz(α, t),

$t(α, t) = −2∂tBR(z,$)(α, t) · ∂αz(α, t)− ∂α(
|$|2

4|∂αz|2
)(α, t)

+ ∂α(c$)(α, t) + 2c(α, t)∂αBR(z,$)(α, t) · ∂αz(α, t) + 2g∂αz2(α, t).

Para este modelo, en [64], se probó por primera vez la existencia local (en el
tiempo) de soluciones cuando la curva inicial no es necesariamente un grafo (para
otras demostraciones y referencias véase [1]) y en [8] se demuestra que la propiedad
de que la solución pueda ser parametrizada como un grafo no se preserva en el
tiempo.

Las simulaciones numéricas, por ejemplo en [2], dan evidencias de que estas
soluciones son candidatas a formar singularidades.

7.4. Muskat. El problema de Muskat modela la evolución de una interfase entre
dos fluidos con diferentes viscosidades y densidades en un medio poroso utilizando
la ley de Darcy

ν

κ
v = −∇p− (0, gρ)

donde v es la velocidad (incompresible), p es la presión, ν es la viscosidad, κ es la
permeabilidad del medio isotrópico, ρ es la densidad del fluido y g es la aceleración
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de la gravedad. Este problema es matemáticamente análogo al flujo en una celda
de Hele-Shaw.

Cuando se considera la tensión superficial, estos problemas de frontera libre
pueden ser modelados usando la condición de Laplace-Young, es decir, imponiendo
que la diferencia de las presiones a lo largo de la interfase sea igual a la curvatura
media local multiplicada por la tensión superficial. Con tensión superficial, en el
caso bidimensional, los problemas tienen soluciones clásicas. Sin tensión superficial
las presiones de los fluidos son iguales sobre la interfase, y en este caso el problema
está bien propuesto (véase [20]) si inicialmente la diferencia de la derivada normal
a la interfase de las presiones (a ambos lados de la interfase) tiene signo positivo.
Si el signo es negativo el sistema es inestable.

El objetivo final de estas notas es dar un ejemplo de fluido incompresible y
de enerǵıa finita que, partiendo de un escenario estable y dato inicial regular,
desarrolle singularidades en tiempo finito. El problema de Muskat, en el caso de
dos fluidos de igual viscosidades y distintas densidades, reúne estas condiciones.
Hay existencia global de solución en W 1,∞ (para el caso estable) si el dato inicial
cumple ||f0||L∞ < ∞ y ||∂xf0||L∞ < 1, donde la interfase se parametriza como
el grafo (x, f(x)). También hay un principio del máximo para la norma L2 de la
solución y satisface una fórmula expĺıcita del balance de enerǵıa:

||f ||2L2(t) +

∫ t

0

∫
R

∫
R

log

√1 +

(
f(x)− f(α)

x− α

)2
 dαdxdt = ||f0||2L2 .

En el trabajo [8] se demuestra que existen datos iniciales tales que

ĺım
t→T
||∂xf ||L∞(t) =∞,

para cierto T finito que depende del dato inicial. Una vez que la interfase deja de
ser un grafo pasa a un sistema inestable y la curva pierde la regularidad inicial.
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