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LA CONJETURA DE HODGE
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RESUMEN. La conjetura de Hodge fue planteada inicialmente por W. Hodge
en el International Congress of Mathematicians de 1950 en Cambridge [4] y
permanece abierta desde entonces. Es uno de los siete Problemas del Milenio
[11], por cuya solucién se ofrece un millén de délares.

En estas paginas, daremos el enunciado de la conjetura de Hodge, expli-
caremos la motivacién de la misma, y comentaremos las expectativas de que
pueda ser resuelta positiva o negativamente.

La conjetura de Hodge fue propuesta por W. Hodge en 1950, y permanece
a dia de hoy como problema abierto. Ha sido incluida en la lista de los siete
Problemas del Milenio [11] con los que el Clay Mathematics Institute (Cambridge,
Massachussets, EEUU) ha querido celebrar el nuevo milenio, dotdndolos de un
premio de un millén de délares a cada uno.

La conjetura de Hodge se enmarca en una zona de las matematicas donde inter-
accionan las areas de la geometria algebraica y la geometria diferencial, y donde
ademads se recogen ideas que provienen de la geometria aritmética (conjeturas
estdndar de Grothendieck, teorfa de motivos, ...), la topologia algebraica, la fisica
matematica (teorfas gauge, mirror symmetry), la geometria compleja, o la teoria
de ecuaciones diferenciales en variedades. Es por tanto, un problema de enorme
interés por sus muiltiples conexiones con diversas areas, y que ha sido motor de
notables avances en geometria. No obstante, no hay una idea clara de qué linea de
ataque llevard a su solucion, ni siquiera de si la respuesta llegara usando técnicas
de geometria algebraica, o con técnicas analiticas de geometria diferencial. Es mas,
hay bastante division en la creencia de que pueda ser probada o refutada.

1. NOCIONES BASICAS

Comenzaremos explicando las nociones necesarias de geometria diferencial y de
topologia algebraica para poder enunciar con posterioridad la conjetura de Hodge.

1.1. Homologia. La homologia de un espacio es un concepto que nos permite
estudiar los subobjetos que se encuentran dentro del espacio de una forma alge-
braica y muy manejable. Este concepto fue introducido por Poincaré en 1895 en
su tratado Analysis Situs [6].

Consideramos un espacio topolégico X . La homologia es un invariante algebrai-
co que cuenta los agujeros de X. Comenzamos definiendo los k-simplices (k € N)

*El autor quiere agradecer a Giovanni Bazzoni por la ayuda prestada en la preparacién de
estas notas.
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como las aplicaciones continuas
S:[0,1]" = X .

Decimos que un k-simplice es degenerado si sélo depende de k — 1 de las variables.
Si {S;}i es el conjunto de todos los k-simplices no degenerados, se pueden con-
siderar sumas formales finitas con coeficientes enteros

(1) T=> nS, ni€lL,

a las que denominaremos k-cadenas. Estas forman un grupo abeliano, llamado
grupo de las k-cadenas,

Cr(X) = {T = ZniSZ-, S; son k—simplices} .

El borde de un k-sfmplice se define como la suma formal (con signos, dependien-
do de la orientacién) de los (k — 1)-simplices que aparecen en el borde (topoldgico)
de [0,1]%, y es por tanto una (k — 1)-cadena. Asi tenemos definido un operador
borde

0: Cr(X) = Cr—1(X),
y a través del borde podemos definir el subgrupo de los k-ciclos
Zp(X) ={T € Cr(X) | 0T = 0}.

Los ciclos se corresponden intuitivamente con figuras (divididas en k-simplices)
que no tienen borde.

Los k-ciclos son utiles para detectar “agujeros” en X. Un agujero se rodea con
un k-ciclo. Si un k-ciclo T no rodea ningiin agujero, entonces intuitivamente hay
“espacio” dentro del k-ciclo, es decir, hay una (k + 1)-cadena 7" € Cj41(X) cuyo

Jules Henri Poincaré (1854-1912).
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Ficura 1. Cadenas en X.

borde es 9T’ = T. Por otro lado, si Ty,T» son dos k-ciclos, y T1 — To = 9T,
entonces T7 y To rodean el mismo agujero.
Definimos el subgrupo de los k-bordes como

Bi(X) ={T € Cx(X) | T=0T', T' € Cppy1(X)}.

De la relacién 9% = 0 se sigue que By(X) C Zi(X), y por tanto el cociente
Z1(X)/Br(X) nos dice qué agujeros tiene X.

Definicién 1.1. Llamamos grupo de homologia singular de grado k de X a

Zi(X)

(2) Hi(X,Z) =

Br(X)’

para todo k € N.

Ficgura 2. Un k-ciclo que rodea un agujero y un k-borde.
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La homologia Hy(X,Z) es un grupo abeliano y, geométricamente, calcula los
agujeros de X. Cada elemento de Hy(X,Z) es de la forma [T], donde T es un
k-ciclo. Ademds [T] =0 si y sélo si T es un k-borde.

Si se utilizan coeficientes en un cuerpo k = Q,R,C, en la definicién (1), se
obtiene la homologia singular racional, real o compleja

If}.c()(7 k) = I’Ik()(7 Z) k.

La homologia sobre k evita problemas con la parte de torsiéon de la homologfa. Si
Hy(X,Z) 27" ®Ze,®...B7Z,,, entonces Hy (X, k) = k". Si [T] € Hp(X,Z) es un
elemento de torsién, es decir [T] pertenece al sumando Z,, & ... P Z,, , entonces
T no es un k-borde, pero existe un natural N € N tal que N [T] = 0, y por tanto
N T es un k-borde.

1.2. Formas diferenciales. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n.
Las variedades diferenciables son espacios topoldgicos que son localmente como
R™, y en los que se pueden definir funciones diferenciables. Por definicién, para
una variedad diferenciable, cada punto p tiene un entorno abierto U C M que es
homeomorfo a un abierto U de R™ y, ademas, las funciones diferenciables de M
en U se corresponden con las funciones diferenciables de U. Al homeomorfismo
P:U — U se le denomina carta de M. Permite asignar a cada punto q € U, sus
coordenadas ¥(q) = (z1,...,Ty).

RH

(xl: ¢ :-Xn)

FIGURA 3. Variedad con una carta.

Denotamos por QF(M) el espacio de las k-formas en M. Una 1-forma o €
QL(M) se escribe, en una carta, como

alz) = Zfi(:t)dxi,
i=1
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para algunas funciones f;(z). En el caso de las k-formas, tenemos que o € QF(M)
se escribe como

a(z) = Z fireip(@)dziy Ao AN dxyy
Q1< <ig

con coeficientes f;, . ;. (z), que son (2) funciones. Es conveniente usar multi-indices.
Un multi-indice I = {i1,...,ix} es un subconjunto I C {1,...,n} de longitud
|I| = k. Abreviaremos dxj := dx;, A...ANdx;, v fiyi, = f1, con lo que queda

o = Z f[ dxl .
|I|=k
La diferencial exterior es un operador
d: QF(M) — QM (M)

definido de la siguiente manera: Sobre funciones f € Q°(M) = C>(M), d coincide
con la diferencial usual en funciones, es decir

df = Zn: gg{{ da; € QY(M).

i=1
Para una forma o = lelzk frdxz; de grado k, tomamos
da =" dff Adwi, A Adag, € QVFH(M).
|I|=k
Definimos los siguientes subespacios de QF(M):

ZF(M) = {a € Q¥ (M) | da = 0}
consistente de las formas cerradas. Y

B*(M) = {a € Q"(M) | a = df}
consistente de las formas ezactas. La diferencial exterior también satisface d? = 0
y esto implica que B¥(M) c Z*(M).
Definicién 1.2. Definimos los grupos de cohomologia de De Rham como

_ ZMM)
Hk(M)_W.

La cohomologia de De Rham nos da la obstruccién a que una forma cerrada sea
exacta.

1.3. Dualidad de De Rham. De Rham (1931) observé la siguiente dualidad
entre cohomologia y homologia

H¥(M) = Hy(M,R)*
a — I,
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donde
I,: H(M,R) — R

T = i S; = i .
3 - /Ta 3 /Sia

Veamos que esta aplicacién estd bien definida. Si o = 3. frdx; € QF(M),
entonces, para un k-simplice S : I¥ — M se define

1 1
/a:/.../ froS(u)dz;, A...Ndxy,,
S 0 0

con (x1,...,&n) = S(u1,...,ur). Aqui nos vemos obligados a usar k-simplices
diferenciables, pero la teoria también funciona en este caso. El Teorema de Stokes

asegura que
/ o= / dao,
a8 S

luego la aplicacién QF(M) @ Ci(M,R) — R, (o, S) — [ a, induce una aplicacién
H*(M) ® Hy(M,R) — R.

1.4. Dualidad de Poincaré. Sea M una variedad compacta y orientada de
dimensién n. Con estas hipotesis podemos integrar n-formas en M. Si una n-forma
es exacta w = df, entonces el Teorema de Stokes nos asegura que

/Mw:/MdBZ {;)MB:O7

puesto que OM = . Por tanto, tenemos bien definida la aplicacién

/M:H"(M)—HR.

Georges de Rham (1903-1990).
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La aplicacién
HE(M)® H*(M) — R
(o, B) = [yanB
es una aplicacién bilineal que da una dualidad (también llamada pairing perfecto).
Esto quiere decir que hay un isomorfismo

PD:HMM) = H " kM)*
a fM aA ()
al que se le conoce con el nombre de dualidad de Poincaré. Nétese que si a # 0,
entonces existe 8 tal que fM aNp#0.

Combinando la dualidad de De Rham con la dualidad de Poincaré, tenemos un
isomorfismo

(3) H*(M) = H, _(M,R).

En particular, podemos definir una clase de cohomologia asociada a una subvarie-
dad. Sea S C M una subvariedad compacta y orientada de codimensién k, es decir
dim S = n — k. Triangulando S obtenemos una clase de homologia

[S] € Hy_i(M,7Z).

Si miramos esta clase de homologfa, a través de (3), como un elemento de H* (M),
deducimos que existe ag € Q¥(M) tal que PD[S] = [as].

La idea geométrica detrds de esto es la siguiente: S define una corriente (una
k-forma del estilo delta de Dirac) con soporte en S. A esta corriente se la denomina
corriente de integracion a lo largo de S, fs, porque asigna a cada forma su integral
a lo largo de S. Recordemos que una delta de Dirac se puede “regularizar” con
funciones diferenciables p. € C*°(R). Este método se generaliza para regularizar la
corriente fs a una k-forma ag € QF(M), a la que se denomina forma de Thom.

René Thom (1923-2002).
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1.5. Variedades complejas. La definicién de variedad compleja es analoga a
la de variedad diferenciable si cambiamos R por C. Es decir, una variedad com-

pleja tiene cartas ¢ : U — U, donde U C M y U c C", con lo cual tenemos

coordenadas complejas (z1,...,2,). Ademds, en M tiene sentido el concepto de
funcién holomorfa, que es aquélla que, a través de la carta, se puede escribir en
coordenadas como f(z1,...,2,), donde f es una funcién holomorfa de n variables
complejas.

FiGurA 4. Variedad compleja.

Trabajando en una carta, con coordenadas (z1, ..., 2y,), escribimos
zi=x; +iy;, 1=1,...,n.
Por lo tanto, (z1,¥y1,...,2n, ys) dan una coleccién de 2n coordenadas reales, y M

es también una variedad diferenciable de dimensién 2n.

Vamos a considerar una clase especial de variedades complejas: las variedades
proyectivas. Sea PN (C) el espacio proyectivo complejo de dimensiéon N, que es
una variedad diferenciable de dimensién 2/N. Tomamos coordenadas homogéneas

[20 : ... : zn] en PN (C) y consideramos una coleccién Fi,..., Fy de polinomios
homogéneos en C|zg, ..., zy]. Consideramos el conjunto de ceros
S = {[20 : ...IZN] GPN((C) | F1(207...,ZN) :...:Fd(Z(],...7ZN) :0}
c PN©).

Si S es no singular, entonces es una variedad compleja. A estas variedades se las
denomina wvariedades proyectivas.

1.6. Cohomologia de Dolbeault. Sea M una variedad compleja. El espacio
de las (p, q)-formas QP4(M) C QF(M,C) se define de la siguiente manera. Co-
menzamos considerando k-formas complejas, es decir k-formas que localmente se
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escriben como o = 37, _; fr(z)dzr, donde fr : U — C. El espacio de dichas
formas se denota Q¥ (M, C).

Ahora tomamos coordenadas locales (z1,...,2,) en un abierto. Por tanto, te-
nemos coordenadas reales (x1,y1,. .., %n,yn). Las 1-formas se escriben en funcién
de dz1,dys, ... ,dx,,dy,. Si ponemos

de :dl'j+ldy] y de :dl'jfidyj,
podemos escribir las 1-formas en funcién de dz;,dz;, j = 1,...,n. Ahora, una
(p, ¢)-forma es una k-forma, con k = p + ¢, que se puede escribir como

o= Zfi1~-~ipj1qu (z)dzzl VANPIAN dZZ'p A\ dzjl VANPIAN dzjq .

De nuevo, abreviaremos usando multi-indices I = {i1,...,4p}, J = {j1,---,Jq}
Pondremos dz; = dz;; A ... Ndz;, y dz; = dz;; N...ANdz;,, con lo que

o= Z frodzr Ndzy.
[I=p,|J1=q
Una funcién f definida sobre M se puede escribir tanto en coordenadas reales,
f(2) = f(z;,y;), como en coordenadas complejas, f(z) = f(zj,%;). En esta segun-
da notacién, tenemos

" af of ~
df = szzj + a—zjdzj =0f +9f.

Asi aparecen dos operadores diferenciales, 9 y 0, que actiian en el espacio de las
(p, q)-formas:

9:QPUM) — QrrLa(M),

0:QPI(M) — QPItL(M).
En coordenadas locales, si @ = > frydzr Adzy € QP9(M), entonces

Ja = Ofry dz; Ndzp NdZ
6zj

da = aff" dz; Ndzr A dzg
8zj

y do = Oa + Oav.

Denotamos ahora por 9P (M) el haz de las p-formas holomorfas sobre la varie-
dad compleja M. En cada abierto U C M, éstas son p-formas diferenciales en las
que no aparecen las diferenciales dz;, esto es,

a= Zf;(z)dzl,
y tales que las f; son funciones holomorfas. Tenemos una resolucién de haces

El

(4) 0 Qpo S

d

(914

Qpn 0.
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Definicién 1.3. Se definen los grupos de cohomologia de Dolbeault de M como
los grupos de cohomologia asociados a la resolucion (4):

~ ker(9: QP9 — QPatl)
~ Im (9 : Qral = Qpa)

HP(M) = HI(QP*, ) — H(M,QP).

(La primera igualdad es una definicién y la dltima es una consecuencia de la
teorfa de haces.)

1.7. Variedades Kahler. Sea M una variedad compleja. Sea
h=">"hj(z)dz; dzy

una métrica hermitica en el fibrado tangente T'M.

Esto quiere decir que, localmente, h(z) = (h;x(z)) es una matriz hermiti-
ca, h(z)! = h(z), y definida positiva, es decir, el producto hermitico h(u,v) =
u'h(2)v, u,v € C", es definido positivo.

La métrica hermitica nos da:

1. Una métrica riemanniana g = Re(h). Es decir, g,(u,v) = Re(h,(u,v))
define una métrica riemanniana en C* = R?". Ademés g(iu,iv) = g(u,v).

2. Una (1,1)-forma w = —Im(h). El tensor w,(u,v) = —Im(h,(u,v)) es anti-
simétrico, por tanto es una 2-forma real. Es facil ver que g(u,v) = w(u,iv),
de donde se obtiene que w es de tipo (1,1).

De hecho, se puede comprobar que

(5) w:%Zhjdej/\dEk.

Definicién 1.4. Una variedad Kihler (M,w) es una variedad compleja dotada de
una métrica hermitica, cuya (1,1)-forma fundamental (5) satisface que dw = 0.

Si M es una variedad Kéhler de dimensién compleja n, entonces [w] € HY1(M).
Es facil comprobar que

w

== <;) det(hjr) dz1 AdZy A ... Adz, AdZ, >0

es una forma de volumen (de hecho, es el volumen riemanniano de (M, g)). Si M
es compacta, tiene un volumen finito y positivo, y por tanto ha de ser

/M W] > 0.

Esto implica que [w]™ # 0, y por tanto [w] # 0.
Como consecuencia, no toda variedad compleja es Kéhler, dado que la condicién
H?(M) # 0 es necesaria.
Ejemplo 1.5.
= El espacio proyectivo P"(C) es Kéhler: Consideramos el abierto

Us={z0=1}={[1:21:...:2,]} 2 C";
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en (0,...,0) tomamos la métrica estdndar, h = > dz; dz;; usamos trasla-
ciones A € U(n+1), A: P"(C) — P"(C), [2] — [Az] para definir h en
los otros puntos. Esta métrica tiene (1,1)-forma asociada w € Q%! que es
U(n + 1)-invariante, y la invariancia obliga a que dw = 0. A esta métrica
hermitica h se la denomina métrica de Fubini-Study.

» Una variedad proyectiva S C PY(C) es Kihler: basta tomar hg = hpx )

yws = WPN(C)’S :

S

1.8. Descomposicién de Hodge. Sea M una variedad compacta Kahler. En-
tonces se puede demostrar que hay una descomposicién
H*(M,C)= & HP(M).
p+q=Fk
En general, si M es una variedad riemanniana, tenemos un laplaciano A en las
funciones de M. De hecho, en coordenadas ortonormales en un punto, tenemos

que
o f
Podemos definir también el laplaciano en el espacio de las k-formas Q¥ (M),
A QF (M) — QF (M),

de la siguiente manera. Sea d el operador diferencial exterior y sea d* el ope-
rador adjunto de d con respeto a la métrica inducida en Q¥(M) por la métrica
riemanniana de M, es decir, aquel que satisface

(day, B) = (v, d*B) .
Entonces definimos A = dd* + d*d.
Una k-forma a € QF(M) se llama armdnica si Aa = 0. Se tiene que
Aa=0= (Aa,a) =0= (dd*a+ d"da,a) = (d"a,d" o) + (da, da) = 0.

El hecho de que la métrica sea no degenerada nos permite concluir de la tltima
igualdad que
da=d*a=0.
Entonces a € ker(d) y a define una clase de cohomologfa, [a] € H*(M). El Teore-
ma de Hodge dice que, para cada clase de cohomologia en H*(M), existe un tinico
representante arménico:
k _
HE(M) = ker Ay -

Si ahora M es una variedad Kéhler (con métrica h), entonces el laplaciano
respeta las (p, ¢)-formas. Esto implica que

HP (M) =ker Alg, , -
Como H*(M) = kerA|m(M) y QF(M,C) = @ QP9(M), concluimos que

H*(M,C) = @ H"(M).
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1.9. Variedades Kahler y variedades proyectivas. El siguiente resultado
de Kodaira describe cudndo una variedad compleja es proyectiva.

Teorema 1.6 (Kodaira). Sea (M,w) una variedad Kdhler. Entonces M es pro-
yectiva, M C PN(C), si y sélo si [w] € HYY(M) N H*(M,Z).

Demostracion.

[=] Se tiene H*(PN(C),Z) = Z[H], donde H C PY(C) es el hiperplano del
infinito. Por tanto, H?(P™ (C)) = R. La forma de Fubini-Study nos da el generador
[wpr ()] € HQ(PN( ), Z). Entonces

W] = [wpn(cyl,,] € H*(M,Z).

Si [w] € H?(M,Z), entonces existe un fibrado de linea complejo L — M
tal que w = Ry es la curvatura de una conexién V sobre L. Podemos escribir
V = 01, + 0r. El hecho de que w pertenezca a Q! implica que 52L = 0, o sea,
que L es un fibrado holomorfo. Se tiene w > 0 y esto implica que L&¥ — M tiene
“muchas” secciones globales, sq, ..., sy. Ahora basta definir

¢6:M — PN (©)
x = [so(x):...:sn(x)].
O
1.10. Representacién de homologia por subvariedades. Sea M una va-
riedad diferenciable, compacta y orientada de dimensién n. Si S C M es una

subvariedad de codimensién k, entonces la clase fundamental de S construida en
la seccién 1.4,

[S] € Hy—1.(M,R) = H* (M),
verifica que
[S] € H,_(M,Z) = H*(M,Z) c H*(M,R).
Esto se debe a que la (n — k)-cadena que la representa tiene coeficientes enteros.

En 1953, René Thom se planted la siguiente pregunta:
Sia € HY(M,Z), sexiste una subvariedad S C M tal que « = PDI[S]?

La respuesta es NO en general, pues hay problemas con la torsién (hay clases
de torsién que no se pueden representar por subvariedades lisas). Sin embargo, es
cierto que siempre existe m > 0 tal que

ma = PDIS],

para cierta subvariedad S de M. Este resultado también lo prob6 R. Thom, lo que
le hizo merecedor de la medalla Fields en 1958.
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2. LA CONJETURA DE HODGE

Pasamos ahora a enunciar la conjetura de Hodge en sus diversas versiones, y
a mencionar la motivacién principal de Hodge para plantearla (el Teorema de
Lefschetz para clases (1,1)).

De forma llana, la conjetura de Hodge se plantea como el problema de repre-
sentabilidad de clases de homologia, llevada al mundo de la geometria compleja
(por tanto, es similar en espiritu a la cuestién resuelta por Thom, mencionada en
la seccién 1.10).

Recomendamos el libro [5] como una amena introduccién al problema.

2.1. Clases de homologia puras. Sea M una variedad de Kéahler compacta
de dimensién compleja n y S C M una subvariedad compleja de dimensién (com-
pleja) n— p. Entonces [S] € Hayp—2,(M, Z). Por dualidad de Poincaré sabemos que
Hoyp—0,(M,Z) = H??(M,Z). Por otro lado, la descomposicién de Hodge nos dice
que

H*(M,C)= @ H(M
1+j=2p

Vamos a comprobar que de hecho se tiene que [S] € HPP(M). Sea o € H9%2 (M),
@1 + g2 = 2n — 2p y calculemos (a, [S]) = fs a. En coordenadas, tenemos

v S = M
(wi,...,wp) = (21,--.,2n);
con z; = zj(wi,...,wp) holomorfas. Podemos escribir

a=> frdz, Ao Ndzi, NdZ, AN dE

Jag *

Como

(6) =35 azﬂ ., d7 Za i dwy

tenemos que

(7) alg =Y fro(w)J(F)dw, A...AdD, A

donde J(F') es el jacobiano de (6). Se tiene entonces que:

= sigg >n—p, oz}s = 0, pues habria més de n — p diferenciales del tipo dw,,
lo que forzarfa a que (7) se anule;
= siga >n—p, a|s = 0, pues habria més de n — p diferenciales del tipo dw,.

Luego («, [S]) # 0 sélo para (¢1,92) = (n — p,n — p). Por tanto,
[S] € HPP(M) N H?*(M,Z).
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2.2. La conjetura de Hodge. Un ciclo complejo en M es una expresién (finita)

formal

donde n; € Z y S; C M son subvariedades complejas que pueden tener singulari-
dades. Llamamos ciclo efectivo a un ciclo Y n;S; con todos los n; > 0. Por tanto,
todo ciclo se puede escribir

TZZniSi—anSj =T1 _T27

donde T, T3 son dos ciclos efectivos (con n;,n; > 0).
Podemos enunciar ahora la:

Conjetura de Hodge HC(p, M). Sea M una variedad compacta y
proyectiva y sea o € HPP(M) N H?*P(M,Z). Entonces existe m >> 0

tal que
mao = Z n;[Si,

con Y n;S; un ciclo complejo.

William Vallance Douglas Hodge (1903-1975).

Observaciones 2.1. Hacemos dos observaciones:
» podemos tomar o € HPP(M) N H*(M,Q) y pedir que sea a = > r;[S;]
para r; € Q;
s definimos las clases de Hodge como

Hod, (M) = H**(M) n H* (M, Q)
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v sea

Cu(M) = { Y risi}

el conjunto de los ciclos complejos de codimensién k (con coeficientes racio-
nales). La conjetura de Hodge se puede reformular diciendo que la aplicacién

Cr(M) — Hody (M)
es sobreyectiva.

Existen otras versiones de la conjetura de Hodge, que mencionamos a continua-
cion:

1. Sia € HPP(M)NH?P(M,Z), entonces « es algebraica. Esto es falso: Atiyah
y Hirzebruch, en 1962, probaron la existencia de clases de torsion, todas ellas
de Hodge, que no son algebraicas (ver [1]).

2. Si a € HPP(M) N H?* (M,Z) no de torsién, entonces « es algebraica. Esto
también es falso: Kollar, en 1996, encontré clases a no de torsién con « no
algebraico y m a algebraico para m > 0.

3. La conjetura también es falsa para M compacta Kéahler en lugar de pro-
yectiva. Existen contraejemplos de Zucker (1977) y Voisin (2002) (ver [10]
y [8])-

2.3. Motivacién de Hodge. La motivacién principal de la conjetura de Hodge
proviene del siguiente teoremas:

Teorema 2.2 (Probado por Lefschetz para clases (1,1)). Sea M wuna variedad
proyectiva. Si « € HYY(M) N H?(M,Z), entonces « es algebraica.

Para demostrar el teorema necesitamos recordar algunos conceptos importantes:

Solomon Lefschetz (1884-1972).
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Fibrados holomorfos. Sea M una variedad compleja y sea {U, }oca un recu-
brimiento por abiertos de M. Un fibrado de linea holomorfo sobre M es un espacio
topoldgico L con una proyecciéon 7 : L — M tal que, localmente,

L|U =U, xXC, m:Uy xC — U,,.
Ademds, para cada «a, 8 € A existen funciones de transicion holomorfas
gap 1 Ua NUz — C* = GL(1,C)

que dan aplicaciones
Ly, = L,
(,A) = (2,908(7) - A)

Las funciones de transicién {gns} satisfacen la condicién de 1-cociclo:

(8) GaB 98y = Gary-

Indicamos con O las funciones holomorfas sobre M y con O* las funciones holo-
morfas no nulas. La condicién de cociclo (8) implica que g = [gag] € H*(M, O%).
Por tanto, hemos probado que el espacio

Jac(M) = H* (M, O%)

parametriza los fibrados de linea holomorfos sobre M.

Sucesién exponencial. La sucesion exponencial

0 —>7Z - 0O — O =0
f = e

es una sucesion exacta de haces. Por tanto induce una sucesién exacta larga en
cohomologia

HY(M,7) ———— H' (M, 0) ————= H(M, 0%)
/

H?(M,7Z) — H*(M,0) = H*?(M)

Ahora bien, la descomposicién de Hodge nos dice
H*(M,C)=H*°(M)® H" (M) & H"*(M).
Si a« € H3(M,Z) N HY1(M), entonces la imagen de a en H2(M,0) es 0 y la
exactitud de la sucesién implica o = d(e) para algin
e € H'(M,0%) = Jac(M).

Luego e determina un fibrado de linea holomorfo L — M. De hecho a = ¢1(L) es
la primera clase de Chern de L.
Observamos lo siguiente:

HY(M,7) =7, H'(M,R) =R", H'(M,C) =C" = H'O(M) @ H** (M),
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donde by = dim H'(M) se conoce como primer nimero de Betti de M. Por tanto,
H'O(M) = C"/2, y de la sucesién exponencial deducimos

HY(M,Z) — H'(M,0) = H*(M)

VAS Ch/2 = R
Se tiene que
HY(M,0) b
« _ 1 ~ ) — 1
Jac* (M) =0""(a) = T, Z) (R/Z)™

para cualquier « € H2(M,Z) N H“Y(M), es un toro complejo.

Con estas herramientas a nuestra disposicion, ya podemos demostrar el teorema.

Demostracion. Si M es proyectiva, los argumentos que vimos anteriormente nos
dan la existencia de un fibrado de linea L — M, holomorfo, sobre M con ¢; (L) = .
Sea s una seccion meromorfa de L y consideramos el divisor

D =Div(s) = (s)o — (8)oo -
Se cumple que [D] = ¢;1(L) = a y el resultado queda probado. O

Hacemos unas observaciones sobre el contenido del teorema:

= el teorema es cierto para clases enteras de tipo (1,1);

= el teorema no es cierto para M variedad Kéhler;

= la demostracién original de Lefschetz usaba inducciéon en la dimension y
un tipo especial de fibraciones conocidas hoy en dia como fibraciones de
Lefschetz.

2.4. Estructuras de Hodge. Introducimos la nocién de estructura de Hodge
de peso k € Z, que consiste en un triple (Vz, Vg, V), con
Ve=72", w=VzR=R" y Ve=VzC=C"
satisfaciendo que hay una descomposicién
(9) Ve= P vre

pta=k
con

(10) Vi = vor

La conjugacion en V¢ se define gracias a su estructura real, dada por Vg C V.
La filtracion de Hodge estd dada por

rF= v

p'+q'=k, p'>p
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Se tiene, de forma simétrica, que
Fa = @ v
p'+q'=k, ¢'>q

Por tanto FP N F4 = VP4 y FPHl 0 Fa = (, para p + ¢ = k. La filtracién FP nos
recupera la descomposicién de Hodge (9).

Observaciones 2.3. Tenemos algunos detalles:

= Llamamos numeros de Hodge a las dimensiones h?*? = dim V4. La pro-
piedad (10) implica que h?'9 = h9P.

= Si V es una estructura de Hodge y k es impar, entonces la dimensién de V'
es par. Esto se debe a que

dimV =Y " hPt =3 (W94 hIP) =y " 2hP.

p<q r<q

» Para una variedad compacta Kihler M, la cohomologia H*(M,Z) es una
estructura de Hodge de peso k. En este caso, el k-ésimo niimero de Betti es

bp(M) = dim H*(M) = " dim H?*(M) = > h"9(M).
= Tenemos las dos inclusiones siguientes:

H*(M,7) —— H*(M,C)

HPA(M)

Esto nos lleva a a un problema de tipo aritmético, consistente en estudiar
la interseccién del subespacio complejo HP*4(M) con el reticulo H* (M, Z).

FiGURA 5. Un reticulo y su interseccién con subespacios de un
espacio vectorial.
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2.5. Conjetura original de Hodge. En esta seccién describimos la conjetura
tal y como la enuncié Hodge en [4]. Hodge propuso la conjetura de hecho como
un problema, en la conferencia que impartié en el Primer Congreso Internacio-
nal de Matematicos, el ICM de 1950, que tuvo lugar en Harvard y en el MIT
(Massachussets, EEUU).

La cita original es la siguiente:

It is clearly a matter of great importance to extend Lefschetz’s condi-
tion for a 2-cycle to be algebraic. The general problem is as follows.
It follows from the general topological properties of an algebraic va-
riety, described above, that a p-cycle on Vy, is always homologous to
a cycle lying in an algebraic subvariety U, of V., where ¢ < p. If
it is homologous to a cycle lying in some subvariety U,_j, we say
that it is of rank k. Clearly k < [p/2]. If p is even and k = p/2, the
cycle is homologous to some Uy, that is, it is algebraic. A necessary
condition that a p-cycle I';, be of rank k is

/ Alp—=hh) _ 0,
FP

for every exact p-form which can be written in the form

m

A(P—hwh) = Z Aal-vap—hﬁy-ﬂhdzal e dzapihdgﬁl T dgﬂh’

which is finite everywhere on Vy,, and for which h < k. Lefschetz’s
theorem tells us that this condition is sufficient for the case m =
p = 2, and another of his results shows that it is sufficient for the
case p = 2m — 2, any m. Subsequently, I was able to show that
if the condition is satisfied for p = 2, any m, there exists a non-
zero integer \ such that AT's is algebraic, and recently I have proved
the sufficiency of the condition in the case m = p = 3 when the
hyperplane sections of V3 have geometric genus equal to zero. Beyond
this, the problem is an unsolved one; I believe, however, that if we
can solve it for the case p =m (any m) and k = 1, a general solution
may be deduced".

IEs claramente un asunto de gran importancia el extender la condicién de Lefschetz de que
un 2-ciclo sea algebraico. El problema general es el siguiente. Se sigue de propiedades topolégicas
generales de una variedad algebraica, descritas arriba, que un p-ciclo en V;, es siempre homologo
a un ciclo dentro de una subvariedad algebraica U, de V), donde ¢ < p. Si es homdlogo a un
ciclo dentro de una subvariedad Up,_j, decimos que tiene rango k. Claramente k < [p/2]. Si p es
pary k = p/2, el ciclo es homdlogo a algin Uy, esto es, es algebraico. Una condicién necesaria
para que un p-ciclo I'p, sea de rango k es [...] para cada p-forma exacta que pueda ser escrita
en la forma |[...], que es finita sobre V;, y para la que h < k. El Teorema de Lefschetz nos dice
que esta condicién es suficiente para el caso m = p = 2, y otro de sus resultados muestra que
es suficiente para el caso p = 2m — 2, cualquier m. Posteriormente, yo pude probar que si la
condicién se satisface para p = 2, cualquier m, entonces existe un entero no nulo A tal que AT'g
es algebraico, y recientemente he probado la suficiencia de la condicién en el caso m = p = 3
cuando las secciones hiperplanas de V3 tienen género geométrico igual a cero. Aparte de esto, el
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(Aqui se denota como V;, una variedad V' de dimensién m.)

La conjetura que hemos enunciado, HC(p, M), es en realidad solamente el caso
k = p/2 al que se refiere Hodge. El enunciado que hemos citado, pide de hecho
demostrar un resultado que lo engloba.

Vamos a traducir el problema planteado por Hodge a un lenguaje méas actual.
Sea M una variedad proyectiva. Introducimos la filtracion aritmética de M de la
siguiente guisa. Fijamos un entero positivo ¢ y consideramos la inclusion S™~¢ —
M™ de una subvariedad compleja S de codimensién (compleja) ¢ en M. Se tiene
que

H"2%(8) 2 Hypy 4(S) — Hap (M) = H*(M),
donde los isomorfismos vienen dados por la dualidad de Poincaré: el primero en S
y el segundo en M. La imagen de i, estd contenida entonces en

HE (M) @ ... H*¢(M).

Llamamos filtracién aritmética de H*(M) a la imagen en H*(M) de todas las
clases asociadas a todas las subvariedades S, y la denotamos por

FeHRFM) = ) Im(in: HY2¢(S) > HY(M)) .

SCcM
codimS=c

Observamos que FCH¥(M) es una estructura de Hodge de peso k.
Llamamos filtracion homolégica a la filtracion dada por

FeHM(M) = HYN(M,Z) N (HF= (M) @ ... & HoF=¢(M)).
Con esta terminologia, la pregunta original de Hodge se puede transcribir como
sigue:
Conjetura de Hodge generalizada GHC(c, k, M). Para M va-

riedad proyectiva, se tiene que

(11) FCH"(M) = FEH*(M).

En el enunciado propuesto por Hodge, se pide demostrar la igualdad sobre Z.
Pero, como ya hemos indicado, la conjetura sélo es plausible sobre Q, y no sobre
Z. Por tanto, hoy en dia se entiende que hay que tensorizar ambos miembros de
la igualdad (11) por Q.

Para k = 2¢ se tiene que

GHC(c,2¢,M) = HC(¢, M),
y recuperamos la version inicial de la conjetura.

Observaciéon 2.4. Como el mismo Hodge dice, él apoya su conjetura en el hecho
de que es cierta para el caso p = 2 (que se corresponde con el resultado del
Teorema 2.2). Bésicamente no habfa més resultados que sustentaran la conjetura.

problema estd sin resolver. Creo, sin embargo, que si uno lo puede resolver para el caso p = m
(cualquier m) y k = 1, entonces la solucién general puede ser deducida.
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2.6. Grothendieck y la GHC. Grothendieck probé que la GHC es falsa en
los términos en los que estd formulada (incluso entendida sobre Q), simplemente
porque el miembro de la derecha de la igualdad buscada (11) puede no ser una
estructura de Hodge.

Veamos a continuacién el contraejemplo explicito de la GHC encontrado por
Grothendieck [3]. Vamos a construir una variedad M tal que F}H?(M) # A con

A= FH3(M) = H*(M,Q)n (H"“*(M) ® H>'(M)).

Recordemos que, siendo k = 3 impar, F} H?(M) debe tener dimensién par. Vamos
a construir un ejemplo en el que A tiene dimensién impar.
Consideramos la curva eliptica

C=C/(1,7), T°=2€Q,

ysea M = C x C x C, con coordenadas z1, 22 y 23.
La condicién o € A se reescribe como

(a,dzy Ndzg Ndzg) =0,
(a,7ijk) € Q, Vvir € H3(M,Z).
En la primera linea, entendemos el producto de formas y, en la segunda, aparece

la evaluacién de o con una base de tres ciclos 7;;i.
Por la férmula de Kiinneth,

H3(M,Z) = (H*C,Z)® H'(C,Z)® H(C,2)* o H'(C,7)®?
~ HY(C,2)* e H'(C,2)%?,
asi que
dimg(A) = dimg(H'(C,Q)®* n (HY2(M) ® H>'(M))) (méd 2).
Tomamos el dual de Poincaré de una clase
acA=H(C,Q)%n(HY2(M)® H>'(M)),

obteniendo una clase de homologia a = PD(a) € H1(C,Q)®3 C H3(M,Q), tal
que [ dzy Adz Adzz = 0. Escribimos

a=r1&111 + mér + 138101 + e + 15800 F 16ér1r + 7768071 + 18871

con 1; € Q, para ¢ = 1,...,8. Aqui hemos tomado una base de simplices en
H(C,7Z)®3. Por ejemplo, el simplice &1,1 se refiere a [0,1] x [0,7] x [0,1] C C x
C x C, y andlogamente para el resto. Integrando,

/ dzy Ndzo Ndzg =1,

[0,1]?

/ dzy Ndzo Ndzg =7,
[0,1]2x[0,7]

/ le/\dZQ/\d23:T2,
[0,1]x[0,7]2

/ dz /\dZQ/\ngZTSZQ.
[0,7]3
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Por tanto,
O:/d21/\d252/\d23 =11+ (rg + 13 +1rg)T + (r5 + 76 +77)7% + 218
a
Esto produce 3 ecuaciones en 8 variables rq, ..., rs. El espacio de soluciones tiene

dimensién 5, que es impar. Y por tanto, la dimensién de A es impar.

A la luz de esto, Grothendieck formula una nueva versién de la GHC.

Conjetura de Hodge arreglada por Grothendieck GHC’(¢, k, M).
Denotamos por F,fHk (M) la mayor estructura de Hodge que estd con-
tenida en el lado derecho de (11). Entonces

FH®(M,Q) = FiH (M, Q).

3. DIRECCIONES DE TRABAJO SOBRE LA CONJETURA DE HODGE

Evidentemente, no sabemos si la conjetura de Hodge es cierta o no. Si no, jnos
habriamos ganado ya un millén de ddlares! Aqui queremos dar algunas indicaciones
que nos ayuden a dirigir nuestros esfuerzos.

3.1.

Algunos resultados preliminares. Volvemos a la conjetura de Hodge

en su primera formulacién (HC). Hacemos algunas observaciones que permiten
simplificar el estudio del problema:

1.

2.

Gracias al Teorema de Lefschetz sobre clases de tipo (1,1), la conjetura es
cierta para p = 1.
Si HC es cierta para clases (p,p) con p < n/2, entonces es cierta para clases
(n—p,n—p). Esto es verdad gracias a la propiedad fuerte de Lefschetz. Sea
M una variedad Kéhler y consideramos la aplicacién
L:HPY(M) — HPTLaHL(M)
a = alw],

donde w es la clase fundamental asociada a la métrica de Kéahler. Entonces,
para a,b > 0, con a,b =n (mdd 2), se tiene que

LEHD/2 . 5555 (M) — H™ "5 (M)
es un isomorfismo. Observamos que L lleva clases de Hodge a clases de
Hodge. Si M C P¥(C), consideramos un hiperplano H C PV (C) y su
clase de (co)homologia [H] € Haon_o(PN(C)) = H?(PN(C)). Entonces
[H] = [wp~(c)]. Puesto w = pr((c)|M, se tiene que

[w] = [H N M] € H*(M).
SiSCMya=][S]€ H?**(M,Z), entonces
L(a) = aAw] = [SNH] € H*"*(M,7),

luego L lleva ciclos algebraicos a ciclos algebraicos.

Ahora, sea 8 € H"P"~P(M) N H?>"~?P(M,Q). Entonces 3 = L"?P(«)
para cierta forma o € HPP(M) N H?*(M,Q). Si a = [S] es un ciclo alge-
braico, entonces 8 = [S N H"~2P] también lo es.
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Notamos que la conjetura de Hodge implicaria que el inverso de L tam-
bién lleva ciclos algebraicos a ciclos algebraicos.

. La conjetura de Hodge es cierta en dimensién (compleja) 3. Se debe a que

para n = 3, sabemos que la conjetura es cierta para clases de tipo (1,1) y
de tipo (2,2) por el comentario anterior. Esto cubre todos los casos.

. La conjetura de Hodge es cierta para grassmannianas, espacios proyectivos

y variedades de bandera. La razon es que en estos casos los generadores de
la cohomologia son todos clases algebraicas.
Si H*(M,C) = H**(M) entonces todas las clases son de Hodge.

. Para probar HC nos basta probar el caso p = n/2, n par.

Supongamos que este caso es cierto, y veamos que en los demds casos
HC también deberfa serlo. Si p < n/2, tomamos una seccién hiperplana
Y = X nH, dim(Y) = n — 1. El teorema de la seccién hiperplana de
Lefschetz asegura que la aplicacion restriccién produce

HY(X) = HMY), parak<n—1,
H"Y(X) — H" YY)

Asumimos HC en dimensién p para Y. Consideramos la fibracion de Lefs-
chetz

X =Blp(X) = PYC).

Recordemos que la fibracién de Lefschetz se construye de la siguiente forma:
tomamos dos hiperplanos genéricos Hy, Hs e intersecamos B = H1NH>NX.
Esta interseccién es una subvariedad lisa de codimensién 2. Ahora tomamos
la familia de hiperplanos que contienen a B. Esta familia { H;} est4 parame-
trizada por un parametro ¢t € P*(C). Denotamos Y; = H;NX. La aplicacién
que envia los puntos de Y; a t no estd bien definida en B, pero si que lo
estd tras explotar X a lo largo de B. Denotamos X = Blg(X) la explosién
de X con centro en B.

Ahora tomamos, para cada fibra Y3, el esquema de Hilbert Hilb?(Y}), que
parametriza ciclos algebraicos (de codimensién p) en Y;. Hay un fibrado

Hilb(X/P*(C)) — PY(C),

con fibras Hilb?(Y};). Sea v € H?P(X) una clase de Hodge. Para t genérico,
existe un ciclo algebraico C' C Y; tal que [C] = ma‘y € H?(Y), m >
0. Luego C' € Hilb(X/P'(C)), y podemos tomar una (multi)seccién de
Hilb(X /P*(C)) pasando por C. Esto da un ciclo C C X con dim(C) =
dim(C') + 1. Como
[C] € H??(X), [5]‘Y =[C] = ma}y,

el teorema de secciones hiperplanas de Lefschetz nos da que [C] = ma.
Ahora podemos deshacer el blow-up X — X, y conseguir el ciclo algebraico
requerido.
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Ficura 6. Pincel de Lefschetz con fibracién de Lefschetz asocia-
da. Esta imagen estd tomada de [2].

6. Basta considerar clases primitivas. Recordemos el isomorfismo de Lefs-
n—a n—>b
chetz (12). Las formas primitivas en H z '~z (M) son las aniquiladas por
L(atb)/24+1 Eg decir, para p,q < n,

HP (M) ={a € HP(M)|L" P9 (a) = 0}.

prim
Se tiene que

HP4(M) = H?2 (M) & L(HP =9 (M)).

prim
Es claro que los sumandos de esta descomposicion son sub-estructuras de
Hodge. Ahora consideremos clases de Hodge con p = n/2 y n par. Entonces

HPP(M) = HEE, (M) & L(HP~ =1 (M),

prim
donde las clases primitivas o € Hgﬁ’m(M ) son aquéllas que verifican que
L(a) = 0.

Si tenemos demostrado, por los casos previos, que las clases de Hodge en
HP=LP=1(M) son ciclos algebraicos, entonces las clases en L(HP~1P~1(M))
vienen dadas por ciclos algebraicos. Esto se debe a que si « = [S] €
HP~LP=1(]M), entonces

L(a) =aAw=[S|A[H] = [SNH] € L(HP~"?~1(M)).
Por tanto, basta demostrar HC para ciclos de Hodge en H2P (M).

rim
7. En vez de buscar ciclos algebraicos, que pueden tener singularidades, nos
basta con centrarnos en la biisqueda de subvariedades complejas (lisas).
Dado un ciclo algebraico a« = [S] de codimensién p, donde S es una
subvariedad posiblemente singular, posiblemente reducible, consideramos
la clase a + m[H]?, m > 0 (donde H? denota la clase de una interseccién

genérica de p secciones hiperplanas). Un resultado de geometria algebraica
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conocido como moving lemma nos permite encontrar una subvariedad lisa
S’ con a+ m[H|P = [S’]. As{ podemos convertir el ciclo en liso.
Supongamos que ahora tenemos

a= Z ri[Si] — Z 3 [S7],

r; >0 ’l"; >0

es decir, un ciclo algebraico no efectivo. Podemos encontrar hipersuperfi-
cies de grado muy alto que contengan a los S;». Intersecando varias de ellas,
llegamos a que o + mq[H]P = > _,ak[Sy] es un ciclo efectivo. Ahora
podemos sumar otro miltiplo de [H]P para conseguir que el ciclo sea irre-
ducible y, de hecho, también liso. Por tanto, o = [S;] — [S2], con S1 y So
subvariedades complejas irreducibles y lisas.

3.2. Variedades abelianas genéricas. Vamos a desarrollar ahora algunos
ejemplos y posibles contraejemplos en relacién con la HC. La variedades abelianas
constituyen uno de los casos paradigmaticos.

Llamamos toro complejo a una variedad compleja de la forma T'= C™ /A, donde
A C C™ es un reticulo, es decir

AgZQn :Z<61,...,62n>

y los vectores ey, . . ., €2, son linealmente independientes sobre R. Los toros comple-
jos son variedades compactas que admiten una estructura de grupo de Lie complejo
abeliano, tomando como operacién la inducida por la suma.

Escribimos e; = (a¢1,- - ., a¢,) € C*. Llamamos matriz de periodos a
ai,i N a2n,1
(14) Q=
ai,n ceo Q2pn

Esta matriz, definida salvo multiplicacién por la derecha por un elemento de
G1(2n,Z) y salvo multiplicacién por la izquierda por un elemento de Gl(n,C),
es la que caracteriza al toro como variedad compleja.

Se tiene que

p,q

Ty = N Cr = Clder Adzy | T={in, . ipts T = {J1s. - dg})-

Por tanto, todo toro complejo es Kéhler, tomando w = %Z hjrdz; A dZy, donde
(hjk) es una métrica hermitica cualquiera de C™.

Cuando el toro es una variedad proyectiva, se le denomina wvariedad abeliana.
Por el Teorema 1.6, esto ocurre cuando existe [w] € HYY(T) N H?(T,Z) positiva.
La homologia entera viene dada por

Hi(T)=7Z{es | A= (0q,...,a1) C(1,...,2n)),
donde consideramos los k-ciclos

ea={z=teq, +... +treq, | 0<t; <1}



252 V. MUNOZ

Calculemos (k = p+ q)

rars = [, dzr Adzg I (it + - oy iy dl) A A

N@a, j,dt1 + . ..+ Cay, 5, dEr)

Aaqiy -+ Qag,iq
(15)
N [P s
Aay,ji -+ Qo
Aay,jg -+ Qog,jg

Una clase w = % > hjrdz; A dzy es entera si

(16) / MZ%ZhjkTAjkEZ,
eA j,k‘

para todo A = {a1,a2} C {1,...,2n}. Si la matriz de periodos es muy genéri-
ca (por ejemplo, si todos sus coeficientes son algebraicamente independientes),
entonces no hay solucion a esta ecuacion, y la variedad no es proyectiva.

Supongamos ahora que T' es una variedad abeliana, es decir que existe [w] €
HYY(T)NH?(T,Z) positiva. Si los (as ;) son genéricos cumpliéndose (16), entonces
HPP(T)N H?!(T,Z) es de dimensién pequenia y sélo contiene a [w]?. La conjetura
de Hodge es entonces cierta para variedades abelianas genéricas.

3.3. Grupo de Mumford-Tate. Sea V una estructura de Hodge de peso k,
i.e. Vo = @piq=k VP 9. Consideramos la representacién C* — Autg(V¢) (por auto-
morfismos reales) dada por

C* x Ve — Ve
(z,v) — 2Pzl
para v € VP49 De hecho, esta accién recupera la descomposicién, dado que los
VP4 son los subespacios correspondientes a los distintos pesos.

Definicién 3.1. Se define el grupo de Mumford-Tate MT (V') como el menor grupo
G definido sobre Q, Gg C Autg(Ve) tal que C* — Gg.

El grupo G fija todas las clases de Hodge
Hod, (V) = VZ? n V¥
en V y de hecho en toda su &dlgebra tensorial. El grupo de Mumford-Tate es
el centralizador de las clases de Hodge. Si para una variedad V somos capaces
de calcular MT (V) y resulta ser suficientemente grande, entonces por teorfa de
representaciones obtendremos que Hod, (V') es pequetlo.

Supongamos ahora que M es una variedad proyectiva compacta. Sus clases de
Hodge son

Hod, (M) = H”?(M) N H**(M,Q) = Hod,(H*(M)).
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Si el grupo de Mumford-Tate de M es grande, entonces puede ocurrir que

Hod; (M) ® . .. ® Hod, (M) — Hod,, (M)

p

sea sobreyectivo. Como todas las clases en Hod; (M) se representan por ciclos
algebraicos (Teorema de Lefschetz para clases (1, 1)), tendremos que HC(p, M) es
cierta.

Por ejemplo, asi se pueden estudiar los toros complejos, donde V' es una estruc-
tura de Hodge de peso 1y M = V19/17.

3.4. Contraejemplo de Zucker. En [10], Zucker dio un contraejemplo para la
conjetura de Hodge enunciada para variedades Kéahler (es decir, si no suponemos
que la variedad sea proyectiva).

Sean M = C2%/A, donde consideramos la matriz de periodos

a b ia ib
Q(c d —ic —id>'

Esto quiere decir que tomamos los 4 vectores
e1 = (a,c), ea = (b,d), es = (ia, —ic) y eq4 = (ib, —id)
como base del reticulo A C C?. Si
0 = (ad — be) " tdz A dzy = p+iv € QY (M),

se tiene que, usando (15),

/9_1 / 6—0, / o—i, / o= [ o=0y [ 61

donde ¢;; es el 2-ciclo de la forma {tie; + tae; | t1,t2 € [0,1]}.
Por tanto,

p=le1a —es], v=][e1q—ea] € HYY(M)NH?(M,Z).
Para a, b, ¢, d genéricos, se tiene que
HYY(M)NH*(M,Z) = {u,v).
Consideramos ahora el endomorfismo J : M — M dado por
(21, 22) = (iz1, —iz9).

Notese que J es una aplicacién holomorfa. Se cumple que J*0 = —6 y entonces
J* = —Id en (u,v). Luego J* = —Id en Div(M) y esto implica que Div(M) = 0.
La conjetura de Hodge no es por tanto cierta para M, porque si que hay clases de
Hodge pero no hay subvariedades de codimensién 1 en M.

De hecho, el Teorema de Lefschetz para clases (1, 1) no es cierto para variedades
Kahler no proyectivas.
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3.5. Toro de Weil. En [9], A. Weil propuso una variedad abeliana de dimensién
4 como posible contraejemplo a la conjetura de Hodge. Este toro posee clases de
Hodge de tipo (2,2) para las que atin no se sabe si se pueden encontrar ciclos
complejos que las representen. Por tanto, para este toro complejo no se sabe si HC
es cierta o no.

Elegimos d € N libre de cuadrados y sea

L =17[V—d] cC.

Tomamos Vz = L* C C* (éste es un reticulo de rango 8). Sea ¢ : L — L el
endomorfismo x — /—dz y sea p = % : Ve — Vi. Se tiene que Vo ~ R8 y

%% = —Id de manera que

(VRa E)
es un espacio complejo, isomorfo por tanto a (C%,1i). Consideramos una descompo-
sicién en dos subespacios p-complejos de dimensién 2, Vg = W @W_, y definimos

Iy, =% v Iy =-%
de manera que J? = —Id. Entonces (Vg, J) es un espacio vectorial complejo. Ahora
consideramos el toro
T = (g, J)/Vz.

Claramente, oJ = Jo y ¢(Vz) C Vz. Por tanto, ¢ da un endomorfismo de T
Se tiene que

End(T) = Z[V —d|,
donde el isomorfismo viene dado por ¢ — +/—d (se dice que el toro complejo tiene
multiplicacidn compleja).
Tenemos que

H(Tz2) = \Ve vy BT =N vaN V.
También . A
ZiV-dj=L=\ Vac \ Vo=H'T.Z),

donde interpretamos que las 4-formas L-multilineales son en particular Z-multili-
neales. Por otro lado,

ALVz © N Ve © AWy @ W)

NoWr@ NoW- =

A3We @ Ny W= C NF*V = H>*(T),

luego
Z|V—d| = L ¢ HYT,Z) N H>*(T).

Estas son las conocidas como clases de Weil. Weil conjeturd que no todas ellas son
algebraicas (lo que supondria un contraejemplo a HC).

No obstante, existen valores de d especificos para los que se sabe que HC es
cierta para el correspondiente toro de Weil, lo que hace ain ma&as misterioso el
problema. Véanse los resultado de Schoen [7] al respecto.
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3.6. ;La conjetura de Hodge es cierta o falsa? Podemos enmarcar en 3
grandes lineas los trabajos que versan sobre la conjetura de Hodge.

1. Ejemplos. Se buscan ejemplos de variedades algebraicas para las que se
pueda probar la conjetura de Hodge. En general, la HC se prueba por
métodos algebraicos, calculando cuéles son los ciclos de Hodge y probando
que todos ellos se pueden realizar por subvariedades algebraicas.

Variedades algebraicas con mucha cohomologia algebraica (grassmannia-
nas, P"(C), variedades de bandera, etc.).

Variedades con pocas clases de Hodge (calculando el grupo de Tate-
Mumford).

Hipersuperficies e intersecciones completas del espacio proyectivo (hay
s6lo resultados en algunos casos).

Variedades unirregladas, racionales, racionalmente conexas, ... (se in-
tenta probar GHC(1,n, X)).

Algunas variedades abelianas (toros complejos) y jacobianas (caso ge-
nérico, etc.).

Usando K-teoria. Arapura-Kang han construido un funtor

A Kog(Var) - A

que va del anillo de Grothendieck de clases de variedades, en cierto
grupo abeliano, y que nos dice si una variedad satisface HC.

2. Construcciones de ciclos algebraicos y resultados generales. Se pre-
tende probar la conjetura de Hodge de forma general construyendo un ciclo
algebraico para cada clase de Hodge.

Reduccién a casos basicos, para simplificar el problema lo més posible
(clases primitivas, etc.).

Teorfa de funciones normales (Griffiths-Green), uso de fibraciones de
Lefschetz y Jacobianas intermedias. Esta es una técnica muy explorada
que intenta generalizar la solucién al Teorema de Lefschetz para clases
(1,1) usando fibraciones de Lefschetz. Pero no ha dado resultado por
ahora.

Generalizacién de HC para variedades singulares y abiertas. Permite
estudiar la conjetura en un marco mas general.

Teoria de motivos (Grothendieck), conjeturas de Tate, conjeturas estén-
dar, estudio del grupo de Mumford-Tate. Dan un acercamiento a HC
desde el punto de vista de la geometria aritmética. Sélo han dado resul-
tados parciales a efectos de la HC, pero sin embargo han servido para
profundizar en el entendimiento de problemas de geometria algebraica
y aritmética.

Corrientes laminares (Sullivan). Se propone construir ciclos algebrai-
cos por medio del estudio de corrientes con una estructura “compleja”
asociados a formas de tipo (p,p).

3. Basqueda de contraejemplos. Si asumimos que la HC puede ser falsa,
el camino natural es construir un contraejemplo. Aqui la dificultad radica
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en demostrar que una determinada clase de tipo (p,p) no es representable
por subvariedades algebraicas.

Contraejemplo de Zucker para el caso Kahler (Zucker, Voisin). Las bue-
nas noticias son que en el caso de variedades Kéahler no proyectivas, hay
un contraejemplo a HC (con toros complejos). Por otro lado, la condi-
cién de ser proyectiva no parece dar indicacién de hacer méas plausible
HC.

Expectaciones de la mirror symmetry. La mirror symmetry da una co-
rrespondencia:

variedades complejas o variedades simplécticas
haces coherentes subvariedades lagrangianas

Aunque esta correspondencia es en gran medida conjetural, hay gran
evidencia de que puede ser cierta. Por otro lado, el lado simpléctico da
indicaciones de que se pueden construir contraejemplos a HC.

Toros de Weil. André Weil construy6 una variedad abeliana de dimen-
sién 4 con una clase de Hodge de tipo (2,2) para la que propuso de-
mostrar que HC no se satisface. Es atin un problema abierto.
Instantones Spin(7) en 8-variedades Calabi-Yau. Un andlisis con teorias
gauge permite entender el problema (en el caso de dimensién compleja
4) desde un punto de vista analitico, por medio de una correspondencia
del estilo Hitchin-Kobayashi. En esta situacién, la condicién de ser pro-
yectiva no parece aportar informacién, y esperariamos que la HC fuera
falsa.

Alexander Grothendieck (1928- ).

Comentario final. Para probar una conjetura, lo primero que uno nece-
sita es hacerse una idea de lo plausible que es. Las esperanzas de los distintos
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matematicos dependen mucho de su visién personal. Por ejemplo, vemos que los
comentarios de Alexandre Grothendieck y de André Weil son realmente contra-
puestos.

En su articulo [3], Grothendieck dice lo siguiente

This conjecture is plausible enough, and (as long as it is not dis-
proved!) should certainly be regarded as the deepest conjecture in the
“analytic” theory of algebraic varieties.”

Ciertamente la visién de Grothendieck (muy positiva en relacién con esta cuestion)
esta influenciada por su vision algebraica de los problemas de geometria compleja.
En cambio, Weil contrapone la siguiente consideracién

La question que pose la “conjecture de Hodge” est bien naturelle...
Par malheur, en dépit du mot de “conjecture”, il n’y a, que je sache,
pas l'ombre d’une raison d’y croire; on rendrait service aux géomeétres
si l’on pouvait trancher la question au moyen d’un contre-ezemple.?

De hecho, Weil considera que se pone con mucha alegria el apelativo de conjetura
a lo que son en realidad s6lo preguntas en matematicas, y expone que en este caso
particular no hay razén (aparte de unos pocos ejemplos en los que se satisface)
para creer que la HC es cierta.

André Weil (1906-1998).

2La conjetura (de Hodge) es suficientemente plausible y (jmientras no sea refutadal) debe
considerarse la conjetura mas profunda en la teoria analitica de variedades algebraicas.

3La pregunta que plantea la conjetura de Hodge es muy natural... Sin embargo, a pesar del
apelativo de conjetura, no hay que yo sepa ninguna sombra de razén de creer en ella; se haria
un favor a los geémetras si se pudiera zanjar la cuestién por medio de un contraejemplo.



258

(1]

[2
(3]

(10]

(11]

DRI

V. MUNOZ

REFERENCIAS

M. F. Ativan Y F. HIRZEBRUCH, Analytic cycles on complex manifolds, Topology 1 (1962),
25-45.

R. GompF, What is a Lefschetz Pencil?, Notices of the Amer. Math. Soc. 52 (2005), 848-850.
A. GROTHENDIECK, Hodge’s General Conjecture is False for Trivial Reasons, Topology 8
(1969), 299-303.

W. V. D. HODGE, The topological invariants of algebraic varieties, Proceedings of the In-
ternational Congress of Mathematicians, Cambridge, MA, vol. 1, 1950, pp. 181-192.

J. D. LEwis, A survey of the Hodge conjecture, CRM monogarph, AMS (1999).

J. H. POINCARE, Analysis Situs, Journal de I’Ecole Polytechnique, ser. 2 1 (1895), 1-123.
C. ScHOEN, Hodge classes on self-products of a variety with an automorphism, Compositio
Math. 65 (1988), 3-32.

C. VoisiN, A Counterexample to the Hodge Conjecture Extended to Kéhler Varieties, Int.
Math. Res. Not. 20 (2002), 1057-1075.

A. WEIL, Abelian Varieties and the Hodge ring, Collected Papers, Volume III, Springer-
Verlag, New York, 1980, pp. 421-429.

S. ZUCKER, The Hodge Conjecture for Cubic Fourfolds, Compositio Math. 34 (1977), 199—
209.

Millennium Prize Problems, http://www.claymath.org/millennium/

FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS, UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID, 28040 MaA-
D

Correo electrénico: vicente.munoz@mat.ucm.es

URL: http://www.mat.ucm.es/ vmunozve



